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ОСНОВЫ РАСЧЕТА ДЕТАЛЕЙ МЕХАНИЗМОВ 
НА ПРОЧНОСТЬ, ЖЕСТКОСТЬ И УСТОЙЧИВОСТЬ 

 

1. Основные положения 
 

1.1. Введение 

При проектировании и исследовании механизмов возникает опреде-
ленный круг задач, например, по кинематике, динамике. Решение таких за-
дач может быть осуществлено без учета деформируемости деталей, которые 
рассматриваются как абсолютно твердые тела. 

 Однако в реальных механизмах составляющие их звенья под воздей-
ствием внешних нагрузок деформируются, что при определенных условиях 
может привести к выходу механизма из строя (потеря прочности, жесткости 
или устойчивости). Одной из инженерных дисциплин, с помощью которых 
решаются задачи исследования прочности и деформируемости деталей, по-
перечные размеры которых значительно меньше длины, является “Сопро-
тивление материалов”. На базе этой дисциплины, с учетом некоторых до-
пущений и дополнений, изучаются общие методы расчетов деталей на 
прочность, жесткость и устойчивость, обеспечение минимальной массы и 
габаритов разрабатываемых авиационных механизмов. Рассмотрим эти ме-
тоды. 

 
1.2. Допущения 

С целью упрощения расчетов примем некоторые допущения относи-
тельно свойств материала, нагрузок и характера взаимодействия деталей и 
нагрузок. 

1-е допущение. Материалы тел предполагаются совершенно упругими, 
т.е. перемещения, являющиеся результатом деформации тела, линейно за-
висят от действующих сил и обращаются в ноль при снятии нагрузки. 

2-е допущение. Материал тела сплошной, однородный, т.е. обладает во 
всех точках одинаковыми свойствами. 

3-е допущение. Материалы деталей изотропны, т.е. обладают одинако-
выми свойствами во всех направлениях. 

4-е допущение. В материале детали до приложения нагрузки нет внут-
ренних (начальных) усилий. 

5-е допущение, или принцип независимости действия сил. Результат 
воздействия на тело системы сил равен сумме результатов воздействия тех 
же сил, прилагаемых к телу последовательно и в любом порядке. При этом 
перемещения при деформации считаются малыми по сравнению с размера-
ми тела и подчиняются закону Гука: “До тех пор, пока величины внешних 
нагрузок не превысят определенных значений, между ними и перемещени-
ем любой точки тела по любому направлению существует линейная зависи-
мость”. 
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6-е допущение, или принцип Сен-Венана. В точках тела, достаточно 
удаленных от мест приложения нагрузок, внутренние силы весьма мало за-
висят от конкретного способа приложения этих нагрузок. 

Существует также ряд других частных допущений и гипотез, о которых 
будет сказано в соответствующих местах курса. 
 

1.3. Нагрузки 

Нагрузки, действующие на детали механизмов (или вызываемые взаи-
модействием деталей друг на друга) представляют собой силы или моменты 
сил. Они могут быть сосредоточенными (действующими практически в точ-
ке) и распределенными (действующими по длине, площади или объему де-
тали). Согласно принципу Сен-Венана распределенную нагрузку при необ-
ходимости можно привести к сосредоточенной. В технической механике 
принято обозначать силу F в Ньютонах, Н; момент М — в Ньютон милли-
метрах, Нмм; длину l — в мм, площадь А — в мм2. 

Сосредоточенные и распределенные нагрузки могут быть статическими 
и динамическими. 

Статическими называются нагрузки, которые изменяют свою величи-
ну, точку приложения или направление с очень небольшой скоростью, что 
позволяет пренебречь влиянием сил инерции на прочность. 

Динамическими называются нагрузки, изменяющиеся со значитель-
ной скоростью и по определенному закону от времени, что влияет на проч-
ностные характеристики материала деталей. 

 
1.4. Деформации 

Деформацией тела называется всякое изменение его первоначальных 
размеров или формы, возникающее под воздействием внешних нагрузок. 
Деформация есть результат изменения межатомных расстояний в материале 
тела, она сопровождается изменением сил межатомного взаимодействия, 
которые далее мы будем называть внутренними силами. 

Изменение линейных размеров тела называется линейной, а изменение 
угловых размеров — угловой деформациями. 

Деформации, практически полностью исчезающие после снятия на-
грузки называются упругими, а свойство тел принимать после разгрузки 
свою первоначальную форму — упругостью. 

Если же после снятия нагрузки исчезает не вся деформация, то остав-
шаяся её часть называется остаточной, а деформация — пластичной. 

В данном разделе будем рассматривать только упругую деформацию. 
 

1.5. Метод сечений 

Если тело находится в равновесии, то в пространстве это условие запи-
сывается шестью уравнениями статического равновесия сил (рис. 1. 1), 
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Рис. 1.1 
 X = 0          Mx = 0 
 Y = 0          My = 0 
 Z = 0          Mz = 0, 
 
а на плоскости (например xOz) – тремя:  X = 0,  Z = 0,  My = 0. 
Читается это так: проекции всех внешних сил на оси координат и моментов 
относительно осей координат равны нулю. 

Задачей сопротивления материалов является определение внутренних 
силовых факторов. Для этого применяется метод сечений: 

Если тело, находящееся в статическом равновесии под воздействием 
внешних сил и моментов мысленно рассечь поперечной плоскостью и от-
бросить какую либо часть, то оставшаяся часть также будет находится в со-
стоянии равновесия под воздействием внутренних сил и моментов, дейст-
вующих на оставшуюся часть. 

Как было сказано выше, в данном разделе курса исследуются тела, 
длина которых много больше размеров их поперечного сечения. Рассмот-
рим случай пространственного нагружения тела, расположив его продоль-
ную ось вдоль оси Ox (рис.1.1). Согласно вышеизложенному методу мыс-
ленно рассечем тело поперечной плоскостью n-n и отбросим, например, 
правую часть. В центре тяжести сечения O левой части расположим оси ко-
ординат (рис.1.2). 
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                     y  Рис. 1. 2 
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Действие правой отброшенной части заменим следующими внутренними 
силовыми факторами. 

N — нормальная (продольная) сила, направлена по нормали к сечению 
вдоль продольной оси тела (совпадает с осью Ox). Она стремится оторвать 
одну часть тела от другой; 

Qy, Qz — поперечные (перерезывающие) силы, они расположены в 
плоскости рассматриваемого сечения и стремятся сдвинуть одну часть тела 
относительно другой; 

Mx  T (Torsion – кручение) – крутящий момент, он возникает при за-
кручивании тела вокруг продольной оси; 

My, Mz – изгибающие моменты в плоскостях xOz и xOy, они стремятся 
изогнуть продольную ось рассматриваемого тела. 

Для определения этих шести внутренних силовых факторов необходи-
мо использовать шесть уравнений равновесия, приравняв нулю суммы про-
екций сил, приложенных к отсеченной части на три оси координат и при-
равнять нулю суммы моментов сил относительно трех осей, имеющих нача-
ло в центре тяжести сечения (рис.1.2). 

Для решения конкретной задачи количество уравнений статики берется 
ровно столько, сколько неизвестных внутренних сил и моментов требуется 
определить. “Лишние” уравнения могут быть использованы для дополни-
тельной проверки правильности выполненных расчетов. Задача при этом 
считается статически определимой. Если число неизвестных внутренних 
усилий больше, чем уравнений статики, задача является статически неоп-
ределимой и для ее решения необходимы дополнительные уравнения де-
формации тела. 

 

1.6. Виды деформаций. Понятие о напряжениях 

1.  Если в поперечном сечении рассмотренного тела (рис.1.2) возникает 
только нормальная сила N, а остальные факторы отсутствуют, то на этом 
участке в зависимости от направления N имеет место деформация растя-
жения или сжатия. 

2.  При деформации сжатия в месте приложения нагрузки наблюдается де-
формация смятия. 

3.  При наличии только поперечных сил происходит сдвиг. 
4.  Если действует только крутящий момент Mx, тело подвергается деформа-

ции кручения. 
5.  Если имеются только изгибающие моменты, искривляющие продольную 

ось, деформация называется изгибом. 
Перечисленные пять видов деформаций называются простыми. Соче-

тание нескольких простых деформаций называют сложной деформацией. 
Чтобы характеризовать закон распределения внутренних сил по сече-

нию, вводят понятие напряжения. Как же измерить интенсивность внут-
ренних сил в любой точке какого либо сечения? Например, в сечении тела, 
изображенного на рис. 1. 2, выделим вокруг точки В бесконечно малую 
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площадку А. Равнодействующую внутренних сил, действующих на этой 
площадке, обозначим R. Тогда напряжение в данной точке В будет равно: 

 
p=limR/A=dR/dA                                                                       (1.1) 
      A0 

Напряжение — физический параметр, характеризующий интенсив-
ность внутренних сил в определенной точке данного сечения и численно 
равный отношению элементарной внутренней силы к площади сечения, на 
которой она действует. 

За единицу напряжения в “Технической механике” принят МПа (мега-
паскаль)=Н/мм2. Полное напряжение р можно разложить на две составляю-
щие (рис.1.2): 

 — нормальное напряжение (составляющая, нормальная к плоско-
сти сечения); 

 — касательное напряжение (составляющая, лежащая в плоскости 
сечения). В зависимости от действующих сил касательное напряжение мо-
жет иметь любое направление в плоскости сечения. 

Разложение полного напряжения на нормальное и касательное имеет 
определенный физический смысл. Нормальное напряжение возникает, когда 
частицы материала стремятся отдалиться друг от друга или, наоборот, сбли-
зиться. Касательные напряжения связаны со сдвигом частиц материала по 
плоскости рассматриваемого сечения. 

 

1.7. Типовые детали механизмов 

При изучении деформаций и напряжений многообразие форм деталей 
независимо от их функционального назначения сводятся к следующим про-
стейшим типам в зависимости от характерных геометрических признаков и 
воспринимаемых нагрузок: 

1 — брус — тело, длина которого значительно (на порядок) больше 
размеров поперечного сечения; 

2 — стержень — прямой брус (с прямолинейной осью), подвергаю-
щийся деформации растяжения или сжатия; 

3 — балка — брус, подвергающийся изгибу, или изгибу совместно с 
растяжением; 

4 — вал — брус, подвергающийся деформации кручения (или сложной 
деформации — кручению совместно с изгибом и растяжением); 

5 — оболочка — тело, имеющее один размер значительно меньше двух 
других; 

6 — массив — тело, все три измерения которого одного порядка. 
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2. Растяжение и сжатие 
 

2.1. Деформация и напряжение при осевом растяжении 

Осевым растяжением (сжатием) стержня называется деформация его 
силами F, линия действия которых совпадает с продольной осью стержня 
(рис.2.1.). 
                                               b/2 
 
            F                                                                            F 
                       b0       b1 
 
 
                                             l0                                              l  
                                                l1 
                                                

Рис. 2. 1 
Деформация растяжения проявляется в изменении длины и поперечных 

размеров стержня. 
Для количественной характеристики деформации растяжения исполь-

зуются следующие величины (см. рис.2.1.): l0 — первоначальная длина 
стержня, l1 — длина после деформации, l = l1 - l0 — абсолютное удлинение; 
b0 — первоначальный, b1 — конечный размер поперечного сечения стержня, 
b= b1-b0— абсолютное изменение поперечных размеров;  = l/l0 — отно-
сительное удлинение,      1 = b/b0 = (b1 - b0 )/ b0 — относительная попереч-
ная деформация. 

Для различных материалов 1 = -, где  — коэффициент Пуассона, он 
определяется экспериментально и равен: для сталей  = 0,25…0,33 (обычно 
в среднем берут  = 0,3), для бронз — 0,32…0,35, для алюминиевых сплавов 
— 0,3…0,36 и т. д. Коэффициент  положителен, а знак "-" в формуле ука-
зывает, что при растяжении стержня его поперечное сечение уменьшается, а 
при сжатии — наоборот. 

Для определения напряжений, действующих в поперечных сечениях 
стержня (сечение всегда нормально продольной оси), применим метод се-
чения и гипотезу плоских сечений (гипотезу Бернулли), согласно которой 
поперечные сечения бруса, плоские и нормальные к его оси до деформации, 
остаются плоскими и нормальными к оси и после деформации. 
                                                                     n      
                      
                                    F                                                   N 
                                                                A      
 
                                                                     n                                             
 

Рис. 2.2 

n 

n 
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Отсечем левую часть стержня (рис.2.1.) по сечению n-n, отбросив пра-

вую часть (рис.2.2.). Поскольку  сечение  n-n “нормально” оси  стержня  и 
внешней  силе F, то  в  нем  будут присутствовать только нормальные  на-
пряжения  , равные во всех точках  сечения А. Внутренняя сила N будет 
ровна равнодействующей элементарных сил dN = dA,т.е. N = AdA = 
AdA = А . Отсюда: 

 
              = N/A                                                                                (2.1.) 

 
При растяжении внутренняя сила N и напряжение  считаются поло-

жительными, при сжатии — отрицательными. 
 

2.2. Диаграмма растяжения и ее характерные точки 

В расчетах на прочность и жесткость при растяжении, сжатии, сдвиге, 
кручении и изгибе необходимо знать механические свойства материалов. 
Эти свойства выявляются при испытаниях опытных образцов (обычно круг-
лого сечения) с длиной рабочей части l0 = (5…10)d. Испытания проводят на 
универсальных испытательных машинах, а для количественного выражения 
механических характеристик материала испытуемого образца используют 
условную диаграмму "напряжение — деформация", изображенную в коор-
динатах   = N/A0  и  = l/l0 , где N = F — прилагаемая сила, A0  и l0 — пер-
воначальная площадь сечения и длина рабочей части образца,   l — абсо-
лютная,  —  относительная деформации (см. рис.2.3.). 

 
                                                           
    в                                                 
                                                              в                        
    т                          
    пр                      
                  
                 
        0                                                    0                                                  
                                а)                                                   б)      

Рис. 2. 3 
 

Рассмотрим диаграмму растяжения пластичного материала (рис.2.3,а), 
отметив на ней характерные точки A, B, C, D и K.На участке ОА между  и 
 существует строго пропорциональная зависимость, здесь свойства мате-
риала подчиняются закону Гука.  Напряжение пр , соответствующее точке 
А, называется пределом пропорциональности. На участке АВ диаграмма 
становится криволинейной, пропорциональность нарушается, однако де-
формация еще остается упругой (при снятии нагрузки остаточная деформа-

А 

В 
С 

D 

K D 



 8

ция не превосходит некоторую весьма малую величину                                
ост =(0,002…0,005)%. 

На участке ВС деформация растет быстрее нагрузки и в точке С мате-
риал начинает "течь". Это вызывается сдвигами в кристаллической решетке. 
Участок BC – зона текучести, когда удлинение образца l происходит без 
увеличения силы F. Напряжение, соответствующее точке B диаграммы, на-
зывается пределом текучести т. 

В случае полной разгрузки образца из пластичного материала, про-
шедшего зону текучести, в нем наблюдается остаточная деформация ост. 
При повторном нагружении предел пропорциональности значительно воз-
растет. Это явление называется наклёп или нагартовка и учитывается при 
конструировании (может улучшить или ухудшить прочность конструкции). 

На участке CD внутренняя структура материала значительно изменяет-
ся, благодаря чему с увеличением нагрузки деформация вновь растет, при-
чем более интенсивно, чем в зоне упругости. В точке D напряжение дости-
гает максимального значения, которое может выдержать образец. Это на-
пряжение в  называют пределом прочности или временным сопротивле-
нием. 

За точкой D в образце возникает суженная зона (шейка), поэтому даль-
нейшая деформация протекает при уменьшении нагрузки F. В точке K про-
исходит разрыв образца. 

Диаграмма растяжения хрупких материалов имеет только одну харак-
терную точку D (рис.2.3,б) в которой и наступает разрушение. Точке К со-
ответствует напряжение в. 

Некоторые хрупкие материалы (бронзы, дюралюминий, специальные  
стали и др.) имеют так называемый условный предел текучести   0,2 — 
это такое напряжение, при котором остаточная деформация равна 0,2 %. 
Например, у стали 37XН3А 0,2 = 1000 МПа, у бронзы БрАЖ9-4 — 250 
МПа. 

Для большинства конструкционных материалов их прочностные харак-
теристики при растяжении и сжатии можно считать одинаковыми, хотя 
предел прочности некоторых хрупких материалов (например, чугуна) при 
сжатии может быть значительно выше, чем при растяжении. 

 

2.3. Закон Гука 

При осевом растяжении стержня напряжение пропорционально дефор-
мации: 
 
            = ·                                                                                    (2.2) 
                                                                                                                    
где E — коэффициент пропорциональности (модуль Юнга, модуль упруго-
сти первого рода). Учитывая, что  = N/A0 , а  = l/l0, получим: 
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           l = Nl0/EA0                                                                            (2.3)     
  

Зависимости (2.2) и (2.3) принято называть законом Гука при растяже-
нии или сжатии. 

Из рис.2.3,а видно, что закон Гука справедлив на участке OA, где в лю-
бой точке диаграммы  = E. Модуль Юнга геометрически пропорционален 
тангенсу угла наклона диаграммы tg. Очень важна физическая интерпре-
тация модуля упругости. Если условно представить, что l = l0 (т.е. образец 
удлинился в 2 раза), то  = 1 и тогда      Е =  , МПа. Таким образом, модуль 
Е численно равен напряжению, которое могло бы возникнуть в опытном 
образце при его удлинении в два раза. Модуль E определяется эксперимен-
тально и приводится в таблицах в числе механических характеристик мате-
риалов. Например, для стали E = (2...2,2)·105, для бронз — (0,9…1,15)·105, 
алюминиевые сплавы — 0,7·105, капрон — 103 МПа. 
 

2.4. Твердость 

Твердостью называется свойство материала оказывать сопротивление 
механическому проникновению в его поверхностные слои некоторого стан-
дартного, достаточно твердого тела. 

Для определения твердости существует несколько методов, наиболее 
распространенными из которых являются методы Бринелля (НВ) и Роквелла 
(НRC). В первом случае в поверхность детали исследуемого материала 
вдавливается стальной закалённый шарик, во втором — алмазный конус. 
Число твердости определяется  отношением силы F, вдавливающей шарик 
или конус, к площади лунки A; т.е. измеряется в МПа. Рекомендуется шка-
лой НВ пользоваться до твердости не выше 350 МПа, а далее HRC. Для 
сравнения между собой приближенно можно считать, что НВ  10 HRC. 
Например, для термообработанной стали 45А НВ = 514, HRC = 52. В техни-
ческой документации пишут: твердость 514НВ. Или : твердость 52HRC. 

 

2.5. Механические характеристики некоторых материалов 

 Для решения задач, которые будут рассматриваться ниже, приведём 
механические характеристики некоторых материалов. Например конструк-
ционная качественная сталь 45А имеет в = 590 МПа , т = 315 МПа, твер-
дость = 180 МПа при нормальных условиях эксплуатации (температура 
+20C, нормальное давление и т.д.) и термообработке, которая называется 
“нормализация”. При термоулучшении в = 690, т = 490, твердость = 220 
МПа, а при поверхностной закалке токами высокой частоты (п.з. ТВЧ) и 
низком отпуске (н.о.) в = 880, т = 635, а твердость повышается до 514HB 
(52HRC) МПа. У легированных сталей прочность и твердость значительно 
выше. Например, у стали 40ХН2МА при термоулучшении в = 980, т = 835, 
НВ = 300 МПа, а при п.з. ТВЧ, н.о. — в = 1080, т = 930, НВ = 512 (HRC = 
52) МПа. У латуни ЛС59-1 в = 196, т = 146, НВ = 83 МПа. У бронзы 
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Бр0Ф6,5-0,15 в = 340…440, т = 195…245, НВ = 68…88 МПа. У алюминие-
вого сплава Д16Т в = 292…422, 0,2 = 275…294 МПа. Магниевый сплав 
МА1 имеет в = 196, т = 98, НВ = 39 МПа. 

Следует заметить, что хотя многие параметры и даны однозначно, ре-
альные механические характеристики  в, т, НВ и др. при испытаниях под-
вержены большим рассеиваниям, хотя образцы идентичны и материал даже 
из одной плавки. Например, предел прочности стандартных образцов из 
стали 38ХА составляет в = 950...1200 МПа. Причинами рассеивания явля-
ются различия в микроструктуре, степень дефектности материала, неточ-
ность измерения. А для совокупности всех плавок металла это рассеивание 
становится еще больше. 

Таким образом, даже в нормальных условиях механические характери-
стики материалов являются случайными величинами, определяемыми с не-
которой вероятностью. 

Кроме этого, на механические характеристики материала влияют такие 
факторы, как изменение температуры, скорость изменения нагрузки и дру-
гие. 
 

2.6. Основы расчета на прочность и жесткость при растяжении и сжатии 
 

Прочность, т. е. способность сопротивляться разрушению, является  
важным свойством конструкции. Наибольшее  распространение 
получили методы расчета по допускаемому напряжению и по запасам проч-
ности. 

Условие прочности при растяжении по допускаемому напряжению 
имеет вид: 

 
рмах = N/A  р                                                                        (2.4) 
 

где рмах — наибольшее расчетное напряжение детали, р — допускаемое 
напряжение материала детали при растяжении, N — расчетная внутренняя 
сила в сечении А. 

Допускаемым называется такое наибольшее напряжение, при котором 
обеспечивается заданная надежность работы детали в течение заданного 
срока эксплуатации. 

Ориентировочно допускаемое напряжение может быть определено по 
формуле: 

 
р = оп/n,                                                                               (2.5) 
 

где оп — опасное или предельное напряжение, в качестве которого для 
пластичных материалов принимается предел текучести т, для хрупких — 
предел прочности в; n — допускаемый (нормативный) запас прочности, 
зависящий от ряда факторов, основными из которых являются: 
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1 — неточность определения расчетных напряжений за счет отклоне-
ния условий работы системы от принятых в расчете; 

2 — некоторый разброс характеристик материала; 
3 — неточность определения значения внешних факторов; 
4 — эксплуатационное назначение системы и связанная с ним серьез-

ность последствий при возникновении опасных состояний; 
5 — срок эксплуатации системы, определяющий снижение предельных 

параметров. 
Выбор значений допускаемых запасов прочности и допускаемых на-

пряжений в авиационных конструкциях основываются на опыте предшест-
вующего проектирования и эксплуатации подобных конструкций и приво-
дится в справочниках, заводских нормалях и др. В авиационной технике 
принимают n = 1,5..2. При меньших значениях n деталь может разру-
шиться преждевременно, при больших — иметь лишний вес и габариты. 

Условие прочности (2.4) используется в основном при предваритель-
ном проектировании для решения следующих задач: 

а) по заданной силе N и допускаемому напряжению р определить 
минимальную площадь сечения детали Amin: 

 
Amin  N/р                                                                               (2.6) 
 
б) по заданной площади A и допускаемому напряжению р опреде-

лить максимально возможную нагрузку Nmax: 
 
Nmax  A·р                                                                              (2.7) 
 
При проверочных расчетах проверку на прочность удобнее проводить 

по расчетному запасу прочности n: 
 
n = оп/рмах  n                                                                       (2.8) 
 
Работоспособность подвергающихся растяжению или сжатию деталей 

определяется не только прочностью, но и жесткостью. Условие достаточ-
ной жесткости представляет собой неравенство, вытекающее из закона Гука 
(2.3): 

               n 
l = Ni·li/(E·Ai) l                                                              (2.9)         
              i=1 

где l — допускаемое абсолютное удлинение, l — суммарное расчетное 
удлинение всех участков стержня, i = 1,2,…,n — номера участков. 
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2.7. Построение эпюр N, р, l 

Эпюра — диаграмма, выражающая изменение какого-либо параметра 
по длине бруса. При построении эпюр нормальных сил N, напряжений р и 
перемещений l используют рассмотренный выше метод сечений. 

Рассмотрим построение эпюр N, р и l, а также проверим выполнение 
условий прочности и жесткости для стального двухступенчатого стержня 
(рис. 2.4) имеющего следующие исходные параметры: F = 100H, A = 1мм2,  
а = 20мм, Е = 2·105МПа, т = 490МПа (сталь 45А), n = 1,5, l = 0,05мм. 
Решение 

1. Определяем реакцию RA в заделке А на основании уравнения стати-
ческого равновесия Х = 0, направим реакцию влево. Тогда:  
- RA - 4F + 2F + F = 0  RA = - F. 
 
 
                                                 2A        
                                                                  A 
            А        4F      B                  C                 D   2F           E              
 
 
                    a                  a                  a                   a        
                   I                 II                III                 IV 
                                                                          +300 
                                                                         
         0                                                                                    +100  
                                                                                               N, H 
                                 -100 
                                                                           +300 
 
                         +150                                                                                                     +100 
         0                                                                                                                                  , МПа 
                                 -50 
                                                                    +40                                    +50 
                                                +10 
         0                                                    
                                                                                               l·10-3,мм 
                                  -10 
                                                                                                     Рис. 2. 4 
 

Знак “-” указывает на то, что истинное направление реакции RA на-
правлено в другую сторону. Зачеркиваем первоначальное направление и 
направляем RA  вправо. Теперь RA = F = 100 Н. 

2. Строим эпюру распределения нормальных сил N, используя метод 
сечений, который в данном случае будет читаться так: “Если стержень, на-
ходящийся в равновесии под воздействием внешних сил, действующих 

X 
F 

RA 
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вдоль оси, мысленно рассечь поперечной плоскостью и отбросить какую-
либо часть, то оставшаяся часть также будет находиться в равновесии под 
воздействием внутренней нормальной силы N, действующей на нее со сто-
роны отброшенной части; при этом N численно равна алгебраической 
сумме внешних сил, действующих на оставшуюся часть: 

           n           m 
N =   Fi  -  Fk, 
           i=1         k=1 

где Fi  — силы, растягивающие рассматриваемый участок, Fk  — сжимающие 
его, n и m – количество растягивающих и сжимающих сил”. 

Разобьем стержень на 4 участка: I – AB, II – BC, III – CD, IV – DE. 
Начнем построения слева, с первого участка.  

а) Рассекаем первый участок поперечной плоскостью, левую часть остав-
ляем, правую - отбрасываем: 

 
    RA    A                  NI 
                    

 
NI  = - RA  = - 100 Н. Знак “–” показывает, что участок АВ сжимается. 

б) Рассечем второй участок, оставив  левую часть:. 
 
 
    RA          4F           NII 
                    

 
NII  = - RA + 4F = - F + 4F = 3F = 300 Н. (участок II растягивается). 

в) На участке III внутренние силы такие же, как и на участке II,    т. к. в 
сечении С изменяется только площадь. 

г) Рассечем участок VI , оставив правую часть : 
 
 
     NIV                      F 
                    

 
 
NIV = + F = 100 H, участок растягивается.    Строим эпюры N  согласно рас-
четам. 

3. Вычисляем по участкам  и строим  эпюру напряжений. 
I = NI/AI = -100/2 = -50 МПа; II = NII/AII = 300/2 = 150 МПа; 
III = NIII/AIII = 300/1 = 300 МПа; IV = NIV/AIV = 100/1 = 100 МПа. 

Из эпюры напряжений видно, что наиболее нагруженным является уча-
сток CD, где pmax = 300 МПа. По условию прочности (2.4) получим: 

pmax  = 300 < [p ] = T/[n] = 496/1,5 = 326 МПа, т. е. условие прочности 
выполняется. 

I 

II 

VI 
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4. Строим эпюру перемещений. Строить начинают обычно от заделки, 
а если ее нет, то от любого свободного конца стержня. Согласно закону Гу-
ка (2.3) на первом участке в сечении, отстоящем от заделки на расстоянии х, 
абсолютное удлинение равно: 
lх = NI·х/(Е·AI )= -100·х/(2·105·2) = -0,25·10-3х мм, где 0  х  а. Уравнение 
наклонной  прямой  с  отрицательным  уклоном. При  х = а  получим                 
lВ = lАВ = -0,25·10-3·20 = -5·10-3  мм. 

Далее используем “метод припасовывания”: перемещение точки С от-
носительно заделки А равно перемещению точки В плюс абсолютное удли-
нение участка ВС: 
lС =lВ  + lВС = -5·10-3 + NII·lII/(Е·AII)= -5·10-3 + 300·20/(2·105·2) =(-5+15)·10-

3 = 10·10-3  мм. В точке D: lD = lC  + lСD = 10·10-3 + NIII·lIII/(Е·AIII) = 10·10-3 

+ 300·20/(2·105·1) = (10+30) ·10-3 = 40·10-3  мм. 
В точке Е: lЕ = lD  + lDE = 40·10-3 + NIV·lIV/(Е·AIV) =40·10-3 + 
100·20/(2·105·1) = 50·10-3 мм. Строим эпюру l на рис. 2.4. 

Проверяем условие жесткости:  
lmax = lE = 50·10-3 =0,05мм = [l] = 0,05 мм, т.е. условие выполняется. 
Если хотя бы одно из условий не выполнялось, необходимо было бы 

принять дополнительные меры: снизить нагрузку, увеличить площадь сече-
ния или взять более прочный материал. 

5. Определяем расчетный запас прочности согласно (2.8): 
n = оп / р max = Т / р max = 490 / 300 = 1,63. 
Поскольку n =1,63 > [n] = 1,5, условие прочности выполняется. 
 

2.8. Статически неопределимые системы 

Имеется много конструкций, в элементах которых усилия не могут 
быть определены только из уравнений статического равновесия. Такие кон-
струкции (системы) называются статически неопределимыми. 

Рассмотрим две простейшие задачи статически неопределимых систем 
и методы их решения. 

1. Стержень (рис. 2.5, а) зажат между двумя заделками так, что нагруз-
ка F воспринимается как левой, так и правой заделками. 
                          A1                 A2                                    to       A     
      
                                                                                                               
 
 
                     l1                 l2                                              l    
 
                             а)                                                      б) 
 

Рис. 2. 5 
 

F   RC RA RB A B C A B
  

x   RА 
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Для определения реакций RA  и RС  можно использовать только одно 
уравнение статики Х = 0, из которого получаем: RA + RС = F. Так как неиз-
вестных два, а уравнение одно, необходимо еще одно дополнительное урав-
нение — уравнение деформации стержня. Такая система будет называться 
один раз статически неопределимой. Если система требует двух уравне-
ний перемещений, она называется дважды статически неопределимой и т. 
д. 

Используя  метод  сечений,  определяют  внутренние  силы  N1 = RA    и      
N2 = - RС  на  первом  и  втором  участках,  откуда на основании закона Гука 
находят  суммарную  деформацию   стержня: 
lAC = lAB + lBC =(N1 · l1 ) / (E · A1) + (N2 · l2 ) / (E · A2). Поскольку стержень 
зажат с двух сторон и lAC = 0, получим:  
(RA · l1 ) / (E · A1)+ ( - RC · l2 ) / (E · A2) = 0. 
Исходя из того, что из уравнения статики RC = F - RA , приняв, например,     
l1 = l2 , А1=2А2 , получим: RA = 2F / 3, RC = F / 3. Далее, при необходимости, 
осуществляется построение эпюр сил, напряжений, перемещений, произво-
дится анализ прочности и т. д. 

2. Пусть металлический стержень длиной l  зажат между двумя жест-
кими опорами А и В. При повышении температуры на t стержень должен 
удлиниться на lt =  · l · t, или t = lt / l =  · t, где  – температурный 
коэффициент линейного расширения (для стали  = 12 · 10-6 оС-1). Так как 
стержень зажат и не может удлиниться, в нем возникнет напряжение сжа-
тия, значение которого определится по закону Гука: 
  

сж = E·t = Е ·  · t                                                                  (2.10) 
 

Например, если стальной вал жестко зажат между опорами, то незави-
симо от его длины и размеров поперечного сечения при увеличении темпе-
ратуры напряжение в нем будет увеличиваться на 

ст  = 2 · 105 ·12 · 10-6 · t = 2,4 · t, т. е. на 2,4 МПа на один градус. 
При t = 100о сж = 240 МПа, что практически сделает вал неработоспособ-
ным. Реакции в опорах при этом будут равны RА = RВ = N =  · А. При диа-
метре вала, например, равном d = 10мм получим RА  = 240 · 78,5 = 18840 Н. 
Это очень большая величина! 

В более сложных случаях расчет статически неопределимых систем 
способом сравнения деформаций может приводить к ошибочным результа-
там, поэтому рекомендуется применять более строгие методы: метод сил 
или энергетический метод. 

 
3.  Сдвиг, смятие 

 
3.1. Деформация и напряжение при сдвиге и срезе 

Деформацией сдвига называют такую деформацию, при которой на 
брус действуют две равные по модулю, противоположные по направлению, 
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весьма близко расположенные друг к другу и перпендикулярные продоль-
ной оси бруса силы (рис. 3.1, а). 

 
      z         F 
                                      зона деформации                                       
                                                                                                               
                                                                                           
                                        х                                                  b/                  
 
  левая часть  правая часть                                                                            A 
                                                                        d                   с 
                                  брус                                                
                                                                                            c/ 
                       F                                                      х 
 
                   а)                                                               б) 

Рис. 3. 1 
 

Выделенный в зоне деформации элемент (рис. 3.1, б) иллюстрирует от-
носительное смещение его граней. Характерным для сдвига является пере-
кашивание прямых углов в зоне деформации, в результате чего прямо-
угольник abcd превращается в параллелограмм ab'c'd. Количественными ха-
рактеристиками при сдвиге являются: z— абсолютный или линейный 
сдвиг; z / х — относительный (угловой) сдвиг. 

При деформации в пределах упругости значение z / х мало и его 
можно выразить через угол сдвига: 

 
z / х = tg                                                                            (3.1) 

 
При  сдвиге на гранях сечения А элемента ab'c'd возникают внутренние 

силы взаимодействия с интенсивностью , где  — касательное напряжение. 
Из опытов следует, что  распределяется по сечению А равномерно, поэто-
му его значение может быть найдено из условия, что равнодействующая 
внутренних перерезывающих сил Q уравновешивает внешнюю нагрузку F: 
Q =  · A = F, откуда 

 = F / A                                                                                      (3.2) 

При достижении касательным напряжением некоторого предельного 
значения, левая часть бруса (рис.3.1,а) может отделиться  от правой , т.е. 
произойдет срез. В общем случае условие прочности детали на срез опреде-
ляется выражением 

 
ср = Fcр / Аср  [ср],                                                                    (3.3) 
 

где [ср] – допустимое напряжение на срез. 

z 
a b 
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В технической механике на срез проверяют в основном такие элементы 
конструкций, как штифты, шпонки, заклепки. Для элементов из углероди-
стых сталей принимают [ср] = 70…80 МПа, при ударных нагрузках его 
снижают до [ср] = 35…40 МПа (например для сталей 45, 50, А12 и др.). 
 

3.2. Закон Гука при сдвиге 

 При деформации опытных образцов на сдвиг в пределах упругости 
установлено, что касательное напряжение  пропорционально значению от-
носительного сдвига : 

 = G · ,                                                                                     (3.4) 
где G – коэффициент пропорциональности, который называется модулем 
упругости при сдвиге (модуль сдвига) или модулем упругости второго рода. 

Между модулями упругости Е и G существует зависимость: 
G = E / 2 · (1 + )  0,4 · E                                                        (3.5) 
Например, для сталей G = 0,8 · 105 МПа, для бронз  0,2 · 105 , для алю-

миниевых сплавов  0,14 · 105 МПа. 
Пример. 

Для передачи вращающего момента Т = 1000 Нмм с полого вала 1 
(рис.3.2) на вал 2 диаметром d = 10 мм использовали штифт 3 диаметром  
dшт   0.25d = 2,5 мм, изготовленный из стали 45. Поскольку нагрузка ревер-
сивно-ударная, принимается [ср] = 40 МПа. Провести проверку соединения 
на прочность и при необходимости внести коррективы  в начальные усло-
вия. 
                                  A                                        A-A       
      2                      3                    Aср                                  Т 
 
                                                                                                              Fср 
 
                      d                                            Т 
                                                                               
                                                                      Fср 
              Т 
                                                          1 
                                             dшт 
 
                                 A                     Рис. 3. 2 
 
Решение. 

Штифт срезается по двум сечениям, в которых площадь среза          
Аср= 2 ·  · dшт

2 / 4 = 2 · 3,14 · 2,52 / 4 = 9,8 мм2 . Срезающая сила      Fср = 2Т /  
/ d = 2 · 1000 / 10 = 200 H. Из условия прочности получим: ср = Fср / Аср = 
200 / 9,8 = 20 МПа < [ср] = 40 МПа. Поскольку расчетное напряжение полу-
чилось меньше допустимого в два раза, можно либо оставить все как есть, 
либо увеличить в 2 раза вращающий момент, либо уменьшить диаметр 
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штифта из условия Аср  Fср / [ср], откуда dшт   1,78 мм. По ГОСТ 3128-70 
выбираем стандартный штифт диаметром dшт =  1,8 мм . 
 

3.3. Смятие 

Особенностью деформации смятия является действие сжимающей си-
лы на сравнительно небольшой площади. Например, головка стального 
стержня 1 давит на более мягкую пластину 2 силой F, (рис. 3.3, а), при этом 
поверхность пластины под головкой будет сжиматься, вдавливаясь внутрь. 

                    D       1                                           Dш 
                              Асм                                                     3 
                            
                                      2 
                 d 
 
                                                                        
                         a)                                                    б) 

Рис. 3. 3 
В этих местах появится местное сжатие, напряжение от которого быстро 
убывает по мере удаления в стороны и вглубь материала пластины 2 и оп-
ределяется по формуле: 
 
 см = Fсм / Асм ,                                                                          (3.6) 
 
где Fсм = F и при этом сминается как головка стержня, так и пластина. Если 
соприкасающиеся тела сделаны из разных материалов (как в данном приме-
ре), проверка на смятие проводится для более мягкого материала, т. е. в 
данном случае для пластины. Условие прочности при смятии имеет вид 
 
 см  = Fсм / Асм   [см ],                                                             (3.7) 
 
где [см ] — допускаемое напряжение более мягкого материала — пластины 
(например, литейный сплав АЛ7, 0,2 = 150 МПа). 

При статической нагрузке ориентировочно можно брать [см ] = 0,8Т , 
при пульсирующей — 0,5Т, при знакопеременной — 0,4Т   (или 0,2 ). 

В данном примере при статическом нагружении силой F = 6000 H,        
d = 5 мм, D = 8 мм получим: 
 см = F / Acм = F / 0,8 (D2 – d2 ) = 6000/ 0,8 (64 – 25) = 192 МПа. Поскольку 
[см ] = 0,8Т = 0,8 · 150 = 120 МПа, см  > [см ], условие прочности на смя-
тие не выполняется. Для удовлетворительного функционирования узла не-
обходимо под головку стержня подложить стальную шайбу 3 (рис. 3.3, б), 
диаметр Dш   которой определяется из условия прочности (3.7): Dш  9,35 
мм. Принимаем Dш = 10 мм. При  этом согласно (3.7) и рис.3.3,                   
см  = Fсм/Асм = Fсм / 0,8(Д2

м – d2) = 6000 / 0,8(102-52) = 100 МПа < [см ] = 
120МПа, т.е. условие прочности на смятие выполняется.  

F F 
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В авиационных механизмах проверке на смятие подвергаются в основ-
ном штифтовые, шпоночные, шлицевые и др. соединения. Например, приз-
матическая шпонка 2 (рис. 3.4), служащая для передачи крутящего момента 
Т с вала 3 на колесо 1 имеет высоту h, ширину b и длину l (выбирается по 
таблицам стандартов в зависимости от диаметра вала d). Площадь смятия 
Асм = l· (h / 2), сила смятия Fсм = Т / (d / 2) = 2Т / d.  
                      
                                                                                   T 
                                                     1 
                                                     2 
                                                                                                      см 
                                                    3       h                         
                                                                                                             
                                                                                                         b 
      d                       l                                                                  T 
 
 

Рис. 3. 4 
Проверку на смятие проводят по формуле 3.7, получаем                      см 

=  4Т / (d · l · h)  [см ]. При необходимости можно провести также и про-
верку на срез по формуле (3.3), где Аср = l · b, Fcр = Fcм. 
 
 

4.  Геометрические характеристики плоских сечений 
 

4.1. Общие положения 

До сих пор при рассмотрении деформаций растяжения, сдвига или смя-
тия площадь поперечного сечения элемента конструкции была единствен-
ной характеристикой, достаточной для рассмотрения на прочность и жест-
кость. При кручении и изгибе, как будет показано ниже, площадь сечения 
уже не может характеризовать меру сопротивляемости элемента внешним 
нагрузкам. 
 Например, при равных площадях сечений А = b · h и силе F сопротив-
ляемость балки в положении рис. 4.1,а значительно выше, чем в положении 
рис. 4.1, б. То есть на величину напряжений в соответствующих сечениях 
балки при изгибе будет влиять не только величина площади А, но и ее кон-
фигурация и ориентация относительно осей y и z. 
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                   z                                                          z 
 
                                                           y 
      y                                      F                                                       F              b 
                                                                               l 
                                                                                             
                         l                           x                                             h             x 
                                           
                                                b 
                          а)                                                б)                        

Рис. 4. 1 
 
Рассмотрим некоторые геометрические характеристики сечений, ис-

пользуемые в теории изгиба и кручения. 
Изобразим сечение балки произвольной конфигурации в произвольной 

системе координат yOz (рис. 4.2, а). 
 
                       z                                        z1                 z 
                                  dA                                                        
                      y                 A                              b 
                                                                                                      y 
                             z             y                               0 
                  0                                                                    a 
                                                                                                    y1 
                                                          01 
 
                    а)                                                       б) 
 

Рис. 4. 2 
 
1) Статические моменты сечения относительно координатных осей опреде-

ляются по формулам: 
 

Sy = A zdA; Sz = A ydA                                                               (4.1) 
 

Отсюда при известных статических моментах центр тяжести сечения на-
ходится по формуле 
 

y = Sz / A, z = Sy / A.                                                                    (4.2) 
 

2) Осевые моменты инерции сечения представляют интегральную сумму 
произведений элементарных площадей dA сечения на квадрат расстояния 
их до соответствующих осей: 

y 

z 

dA 

A 

h 
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Iy = A z2 dA; Iz = A  y2 dA                                                           (4.3) 

 
3) Полярный момент инерции 
 

Ip = A 2 dA,                                                                                (4.4) 
где  — радиус вектор элемента dA.  

Приняв во внимание, что 2 = y2 + z2, используя (4.3) и (4.4) получим: 
Iр = Iy + Iz                                                                                    (4.5) 

 
4) Центробежный момент инерции сечения 
 
  Iyz = A yz dA                                                                   (4.6) 
 

Оси y и z сечения А можно расположить так, что центробежный момент 
инерции относительно этих осей обратится в ноль. Такие оси  называются 
главными осями инерции сечения. Iy и Iz относительно этих осей имеют 
экстремальные значения. Если начало главных осей совмещено с центром 
тяжести сечения, оси называются главными центральными осями 
инерции сечения. Если сечение имеет оси симметрии, то главные цен-
тральные оси совпадают с ними. 

5) Если деталь сложного сечения, ее суммарный осевой момент инерции 
можно найти как сумму простых моментов инерции сечений, используя 
параллельный перенос осей координат (рис. 4.2, б): 

 
Iy1 = A (z + a)2 dA = Iy + a2 A                                                      (4.7) 
Iz1 = A (y + b)2 dA = Iz + b2 A 
 
Определим некоторые геометрические характеристики относительно 

главных центральных осей инерции наиболее часто встречающихся сечений 
— прямоугольника, круга и  кольца. 

 
4.2. Осевые и полярные моменты инерции прямоугольника, круга и  кольца 
                     z   A                              z                                      z 
 
                            dA                   
      z        dz                                                                          
  h                            y                   0                  y              d0                     y 
 
                                                                     d 
                                                                       
                  b                                                                         d 
 
              а)                                      б)                                   в)         

Рис. 4. 3 

r 



 22

1.  Рассмотрим прямоугольник с основанием b и высотой h (рис. 4.3, а). Про-
ведем главные центральные оси инерции y и z, совместив их с осями 
симметрии, выделим элемент dA = b · dz, отстоящий на расстоянии z от 
оси y. Согласно формуле (4.3) получим: 

                             +0.5h 
Iy = A z2 dA = A z2 b dz = b · h3 / 12                                           (4.8) 
                                 -0.5h 

Аналогично Iz = h · b3 / 12. 
Размерность – мм4 . 

2.  Рассмотрим сплошное круглое сечение радиусом r (диаметром d = 2r) 
(рис. 4.3, б). Выделим в сечении круга элементарное кольцо радиусом , 
толщиной d, площадью dA = 2d. Полярный момент инерции опреде-
лим по формуле (4.4): 

                                                r 
Ip = A 2 dA =  2 2d = (r4 / 2) = (d4 / 32)                         (4.9) 
                                   0 
Поскольку осевые моменты инерции круглого сечения за счет симмет-

рии равны между собой, то с учетом (4.5) получим: 
 
Iy = Iz = Ip /2 = d4 / 64                                                                 (4.10) 
 

3.  Моменты инерции кольца с внешним диаметром d и внутренним d0 (рис. 
4.3, в) находятся как разность моментов инерции внешнего и внутреннего 
кругов: 

Iy = Iz = d4 / 64 - d0
4 / 64 = (d4 / 64) (1 – c4 )                        (4.11) 

Ip = (d4 / 32) (1 – c4), 
где с = d0 / d. 

4. Определим осевые моменты инерции Iy  и Iz  сложного сечения (рис. 4.4), 
состоящего из прямоугольника со сторонами b = 40 мм и h = 20 мм с дву-
мя равными отверстиями диаметром d = 10 мм, расположенными симмет-
рично относительно главной  центральной оси OZ на расстоянии  а = 10 
мм. 

                          z1       z         z2 
 
 
    h              d                  d                 y, y1, y2 
                               0 
 
                           a         a 
                                
                                  b                                                                      

Рис. 4. 4 
 

Проведем главные центральные оси yOz, которые будут совпадать  с  
осями симметрии прямоугольника. Оси y1 и y2  отверстий  совпадут с 
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осью y, а оси z1 и z2 отстоят от оси z на равные расстояния а = 10 мм. По-
лучаем: 

Iy = I�y - 2Iy = (bh3 / 12) - 2(d4 / 64) = (40 · 203 / 12) - 2 · (3.14 · 104 / 64) = 
26666 - 980 = 25686 мм4. 
Iz = I�z - 2 (Iz + a2 A) = (hb3 / 12) - 2 · (d4/64 + 102·d2/4) =(20·403/12) –  
2 · (490 + 7850) = 106700 – 16680 = 90020 мм4.  

 
5.  Кручение 

 
5.1. Общие сведения 

Кручением называется такой вид деформации, при котором в попереч-
ных сечениях внутренние усилия приводятся только к крутящему моменту. 
Такое кручение называют свободным или чистым. К деталям авиационных 
механизмов, подвергающихся деформации кручения, прежде всего относят-
ся валы различных типов и конструкций, служащие для поддержания вра-
щающихся деталей с целью передачи между ними крутящих моментов. При 
деформации кручения происходит чистый сдвиг. Представим вал в виде 
круглого цилиндра, состоящего из концентрически расположенных слоев-
трубок (рис. 5.1). 
 
                         z 
 
 
                                         T                       Эпюра сдвига 
 
                                                                 x 
                                                                     
 
 
         y 
                                     l 

 
Рис. 5. 1 

 
При действии на вал внешнего крутящего момента Т каждый из этих 

слоев поворачивается относительно соседних, т. е. отдельные элементы 
подвергаются  деформации чистого сдвига. Мерой  деформации кручения 
принято считать: 
 -  абсолютный угол закручивания  концевого сечения  вала  относитель-
но сечения , отстоящего от него на расстояние 1 (рис.5.1);  
 = d / dx – относительный  угол закручивания или интенсивность закру-
чивания (при однородном закручивании  =  / l). 

При дальнейших расчетах и исследованиях наряду с допущениями, из-
ложенными в параграфе 1.2, добавим следующие гипотезы: 
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1 — поперечные сечения вала (плоские и перпендикулярные продольной 
оси вала до деформации) остаются таковыми и после деформации; 

2 — радиусы сечений не искривляются; 
3 — расстояния между поперечными сечениями вала в процессе деформа-

ции не изменяются; 
4 — при деформации кручения в пределах упругости можно использовать 

закон Гука при сдвиге. 
 
 

5.2. Определение деформаций и напряжений при кручении вала 

Для рассмотрения напряженного состояния вала, изображенного на 
рис. 5.1, выделим из элемента вала длиной dx часть, ограниченную цилинд-
рической поверхностью радиуса  (рис. 5.2, а). 
 
                 z                                                              z        
                                                               A                        dA      
                                                                                                
   T                           b/               Мкр                                       
                                       d                                        
                                            0    x   y                                            dF = dA   
       c                        b                                      0         r 
                                                                                            
 
  y 
                           dx 
 
                             а)                                                   б) 
 

Рис. 5. 2 
 
Поскольку на длине dx произошел абсолютный сдвиг bb', то относительный 
сдвиг согласно (3.1) будет равен  = bb' /dx. Однако из 0bb' bb' = d, от-
куда получаем  = d / dx. Учитывая, что d / dx =  (относительный угол 
закручивания), получим 

 
 =  .                                                                                       (5.1) 
 
Учитывая, что при чистом сдвиге возникает касательное напряжение, 

его значение согласно допущению (4) может быть найдено на основании за-
кона Гука: = G   , или с учетом (5.1) 

 
= G  .                                                                                    (5.2) 

 

 
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Относительный угол закручивания или интенсивность закручивания  
и напряжение   в сечении элемента вала зависят от внешнего момента Т. 
Поскольку внешний момент согласно методу сечений уравновешивается 
внутренним крутящим моментом Мкр, уравнение равновесия согласно рис. 
5.2, б имеет вид: 

 
Мкр = А dM = A  dF = A ( dA). 
 
Принимая во внимание уравнение (5.2), получаем 
 
Мкр = А  G2 dA = G A  2 dA, с учетом (4.4) 
 
Mкр = GIp ,                                                                                (5.3) 
 

откуда определяется интенсивность закручивания 
 

 = Мкр  / ( GIp )                                                                           (5.4) 
 
Для однородного вала с учетом, что  =  / l получим абсолютный 

угол закручивания: 
 

  = Мкр l  / ( GIp )                                                                    (5.5) 
 

Подставив значение  из (5.4) в формулу (5.2) получим 
 
= G   = G  Мкр  / ( GIp ) = Мкр  / Ip                                     (5.6) 
 
Формулы (5.4) - (5.6) дают точное решение для вала круглого сечения, 

для сечения другой формы эти зависимости являются приближенными. 
Рассмотрение напряженного состояния вала дает основание сделать 

следующие выводы: 
1 — при деформации кручения в поперечных сечениях вала возникают ка-

сательные напряжения , значения которых изменяются вдоль радиуса 
сечения (рис. 5.2, б); 

2 — наибольшие касательные напряжения max действуют у поверхности ва-
ла при  = max = r, при этом согласно (5.6) получим: 

max  = кр = Мкр  / Wp,                                                                  (5.7) 
 

где Wp, = Ip  / r – полярный момент сопротивления. 
Для круглого сечения с учетом (4.9): 
 

Wp = r4 / (2r) = r3 / 2 = d3 / 16  0,2d3 ;                                    (5.8) 
 

Для  кольца с учетом (4.11) получим 
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Wp  = d4 (1 – с4 ) / (32d / 2)  0,2d3 (1 – c4 );                             (5.9) 

3 — условие прочности вала в опасном сечении при кручении выражается 
зависимостью 

 
кр = Мкр / Wp = Мкр / 0,2d3  [кр],                                               (5.10) 
 

где [кр] — допускаемое напряжение при кручении. При действии стати-
ческих нагрузок принимают кр = (0,5…0,6)[ p ]. 

Обычно формулу (5.10) используют при проектном расчете вала, когда 
незнание его  длины  и других  возможных силовых факторов (например, 
изгибающего момента) компенсируют понижением допускаемого напря-
жения [кр] до = 12…25 МПа; при этом получаем: 

  
d  3    T / 0,2 [кр]  ,                                                                       (5.11) 

 
где Т – действующий в расчетном сечении вала вращающий момент; 

4 — условие достаточной жесткости вала при действии в сечении крутяще-
го момента с учетом (5.4) и (5.5) имеет вид: 
 = Мкр  / (GIp )  [],  = Мкр l  / (GIp)   []                            (5.12) 

 
5.3. Построение эпюр крутящих моментов 

При построении эпюр крутящих моментов используется метод сече-
ний, согласно которому крутящий момент в любом сечении вала численно 
равен алгебраической сумме внешних вращающих моментов, расположен-
ных по одну сторону этого сечения: 
                 n 

 Мкр =  Тi ,                                                                             (5.13) 
               i=1 

Примем  внешней  вращающий момент Ti при этом  брать со знаком 
“плюс” , если  при  взгляде  со стороны  сечения  он вращает отсеченную  
часть против  часовой стрелки (и наоборот). Значение  крутящих моментов 
откладывается  в  виде  ординат от оси  вала. 

Например, рассмотрим вал АМ, расположенный в подшипниках С и Е 
и находящийся в равновесии под воздействием вращающих моментов ТВ = 
300 Нмм, ТД = 500 Нмм и ТК = 200 Нмм (рис. 5.3). 

Сделав сечение на участке АВ и рассмотрев равновесие левой остав-
шейся части видим, что Мкр = 0. В сечении участка BD из условия  равнове-
сия левой части получим Мкр = -ТВ = -300 Нмм (момент ТВ  направлен по ча-
совой стрелке, мы его взяли со знаком минус). Участок DK:                   
Мкр = -300 + 500 = 200 Нмм. Получившаяся эпюра имеет форму двух прямо-
угольников, в местах приложения внешних моментов ординаты эпюры из-
меняются скачкообразно на величину этих моментов. Участки АВ и КМ не 
деформируются. 



 27

       
                                                      
 
  А     В    С           D          Е            К       М 
 
 
 
 
                                                          200 
                                                         
                                                                      Э Мкр, Нмм 
 
                                      

      -300 
Рис. 5. 3 

 
5.4. Определение вращающего момента двигателя 

При расчетах  ряда механизмов , имеющих на входе электродвигатель, 
необходимо знать его номинальный  вращающий  момент MДВ, а  в паспорт-
ных данных обычно указывают  номинальную мощность P, Вт  и  частоту  
вращения  выходного вала n, мин-1. 

Учитывая,     что     Р = М,  Нм / с;     = 2n / 60,  1/c;    M = P /  =  
60P / (2n) = 9,554 P/n, Нм.  Поскольку  в  технической механике  вращаю-
щий момент  принято измерять в Нмм, округлив , окончательно получим:   
          Мдв = 9554 P/n,  Нмм.                                                                 (5.14) 
 

6.  Изгиб 
 

6.1. Виды изгиба и их особенности 

Изгибом называется деформация, при которой искривляется продоль-
ная ось балки. Плоскость, в которой действуют внешние  нагрузки (силы и 
моменты), называется силовой плоскостью, плоскость расположения изо-
гнутой оси называется плоскостью изгиба. Если плоскость изгиба совпадает 
с силовой плоскостью, то такой вид деформации называется плоским попе-
речным изгибом, если не совпадает — косым. Если силовые нагрузки дей-
ствуют на балку в различных плоскостях, может происходить пространст-
венный изгиб. 

Нагрузки, вызывающие поперечный изгиб балки, делятся на три груп-
пы (рис. 6.1). 

Рис. 6.1, а) — сосредоточенные силы F1 , F2,  Н; б) — сосредоточенные 
моменты пар сил М1 , М2, Нмм; в) — распределенная по длине балки на-
грузка интенсивностью q, H/мм, q1 = const — равномерно распределенная, q2 
= q2 (x) — неравномерно распределенная. 

 

TB TД TК 
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                                                                                     q1          q2 
          F1         F2                M1           M2 
 
 
 
 
 
              а)                                  б)                                     в) 
 

Рис. 6. 1 
 

При плоском поперечном изгибе в любом поперечном сечении балки 
возникают внутренние силы взаимодействия, статическим эквивалентом ко-
торых являются поперечная сила Q и изгибающий момент МИ. Если на ка-
ком-то участке деформации внутренняя поперечная сила отсутствует, т. е. Q 
= 0, изгиб называется "чистым". 
  

6.2. Опоры и опорные реакции балок 

Опоры — это элементы конструкции механизмов, служащие для пере-
дачи нагрузок с балок на корпус или другую деталь. Опоры балок, рассмат-
риваемые как плоские системы, бывают трех основных типов: шарнирно 
подвижная, шарнирно неподвижная опора и жесткая заделка (защемление) 
(рис. 6.2). 
 
 
        RAz                          RAz                            RAz                               
                                                                                                            z 
       A                           A                       MАy             А                                        0     x 
              .                                  RAx                            RAx           y   
 
 
              а)                             б)                             в) 
 

Рис. 6. 2 
 
1. Шарнирно подвижная опора (рис. 6.2, а) не препятствует некоторому 

повороту балки относительно шарнира А и линейному перемещению 
вдоль опорной поверхности. Внешняя нагрузка может восприниматься 
этой опорой только по нормали к опорной поверхности. Реакция в опоре 
— RAz , реакция RAx  и реактивный момент MAy равны нулю (одно неиз-
вестное). 
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2. Шарнирно неподвижная опора (рис. 6.2, б) допускает только некото-
рый поворот балки, поэтому MAy = 0, а реакция этой опоры слагается из 
двух составляющих — RAz  и RAx (два неизвестных). 

3. Жесткая заделка (рис. 6.2, в) не допускает ни линейных, ни угловых пе-
ремещений опорного сечения, в ней могут возникать как реакции RAz и 
RAx, так и реактивный момент MAy (три неизвестных). 

Балка с одним заделанным концом называется консольной балкой. 
В инженерной практике при конструировании балок, в том числе валов 

авиационных механизмов, их опоры обычно выполняют так, что общее чис-
ло возникающих опорных реакций не превышает возможное число уравне-
ний статического равновесия. Такие балки считаются статически определи-
мыми. Например, для рассмотренной плоской системы сил можно составить 
три уравнения статики: X =  0, Z = 0 и My = 0. Следовательно и число 
неизвестных реакций в этом случае не должно превышать трех. Этому ус-
ловию удовлетворяют лишь балки двух типов: а) с одной шарнирно под-
вижной и одной шарнирно неподвижной опорами, б) консольные балки. 

Если указанные условия не соблюдаются, число неизвестных реакций 
может быть больше числа уравнений статики, балки будут считаться стати-
чески неопределимыми и для их решения необходимо дополнительно со-
ставлять уравнения перемещений, учитывающие деформацию балок. 
 

6.3. Определение опорных реакций и внутренних силовых факторов 
при плоском поперечном изгибе 

Прежде чем перейти к вопросам расчетов на прочность и жесткость, 
необходимо определить реакции в опорах и два внутренних силовых факто-
ра — поперечную силу Q и изгибающий момент МИ . 

Для определения реакций в опорах используются уравнения статики 
(более подробно см. ниже примеры 6.1-6.3). 

Для определения поперечных сил и изгибающих моментов на различ-
ных участках балки используется метод сечений: если балку, находящуюся 
в состоянии статического равновесия под воздействием внешних сил и мо-
ментов, мысленно рассечь какой-либо плоскостью и отбросить какую-либо 
часть, то оставшаяся часть также будет находиться в состоянии равновесия 
под воздействием внутренней поперечной силы Q и изгибающего момента 
МИ, действующих на нее со стороны отброшенной части. При этом попе-
речная сила будет равна алгебраической сумме проекций на плоскость се-
чения всех внешних сил, действующих на оставшуюся часть балки, включая 
реакции в опорах: 

 
Q = Fi  + Rj                                                                                                                      (6.1) 
 
Значение  изгибающего  момента  в  каком-либо  сечении балки  равно 

алгебраической  сумме моментов  всех нагрузок, приложенных по одну сто-
рону этого сечения  и взятых относительно центра тяжести сечения: 
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МИ = Fi xi  + Rj xj  + Mк ,                                                     (6.2) 
где Fi — внешние силы, Rj — реакции в опорах, Mк — внешние моменты, xi, 
xj — расстояния соответствующих сил от плоскости сечения. 

 

6.4. Построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов 

При расчете на прочность какой-либо детали, которую можно рассмат-
ривать как балку, прежде всего бывает необходимо определить поперечные 
силы и изгибающие моменты в наиболее опасных сечениях. Наиболее опас-
ными сечениями балки будут считаться такие, где предположительно могут 
быть наибольшие напряжения. Эта задача решается с помощью эпюр Q и 
МИ вдоль оси балки х. 

При построении эпюры поперечных сил Q ее значение Q = Q(х) в лю-
бом сечении определяется по формуле (6.1), причем внешняя сила берется 
со знаком "плюс", если она вращает оставшуюся часть балки по часовой 
стрелке относительно рассматриваемого сечения (и наоборот). Например: 
Q1 = F1 - F2 ; Q2 = RA - F3  (рис. 6.3, а). 

При построении эпюр изгибающих моментов их значение определяется 
по формуле (6.2), а знаки моментов принимаются следующими: положи-
тельный, если балка обращена выпуклостью вниз (нижние волокна растяну-
ты) и отрицательный, если выпуклость балки направлена вверх           (рис. 
6.3, б). 
                                                                       М 
              F1            F2                      Mи > 0                                 F          M 
  Q1                                                                             
                                                                                   Mи    x 
 
                     RA                               Mи < 0                                 в)           
                               Q2 
          F3 
 
              а)                                          б)                                      
 

Рис. 6. 3 
 
Например: Ми = - Fx + M (рис. 6.3, в). 

При построении эпюр для проверки правильности их построения важ-
ную роль играет теорема Журавского: производная от изгибающего момен-
та по абсциссе сечения балки равна поперечной силе: 

 
Q = dMи / dx                                                                                (6.3) 

 
Взяв производную от обеих частей равенства (6.3), получим: 
 

dQ / dx = d2Mи / dx2 = q,                                                              (6.4) 
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т. е. вторая производная от изгибающего момента по абсциссе балки равна 
интенсивности распределенной нагрузки. 

Рассмотрим несколько примеров построения эпюр поперечных сил и 
изгибающих моментов. 
Пример 6.1. 

Пусть на балку (рис. 6.4) действуют внешняя сила F = 60 H и изгибаю-
щий момент Ми = 600 Нмм. Требуется определить реакции в опорах А и D и 
построить эпюры внутренних поперечных сил Q и изгибающих моментов 
МИ (а = с = 20мм, b = 10мм). 

 
        RA                     F              M                 RД               z 
                                                                                              x 
          A                    B          C                         D          y 
 
                  a                b                 c 
 
                                24 
                                                                     Q, H 
                                                                     
 
                         -36 
                                             720 
                                              
                       480 
                                      
                                             120 
                                                                      Mи, Hмм 
 

Рис. 6. 4 
 
 
Решение. 

Поскольку нагрузки по горизонтальной оси х нет, то RAх = 0 и реакции 
в опорах А и Д обозначим просто RA  и RД . 

1. Определяем реакции в опорах. Для этого используем уравнение ста-
тики My = 0 относительно какого-либо сечения. Рекомендуется выбирать 
сечение, через которое проходит одна из неизвестных реакций, чтобы полу-
чить одно уравнение с одним неизвестным. Например: 

MА = 0. Получаем: - F  a – M + RД (a + b + c) = 0, откуда  
           F  a + M       60  20 + 600 
RД  = ————— = —————— = 36 Н. 
            a + b + c        20 + 10 + 20 
Из MД = 0 получаем: - RA (a + b + c) + F (b + c) – M = 0, 
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          F (b + c) - M       60  30 - 600 
RA  = —————— = —————— = 24 Н. 
            a + b + c                    50 

 
Третье, неиспользованное уравнение Z = 0 для таких балок рекомендуется 
использовать для проверки: RA  - F + RД  = 24 – 60 + 36  0, т. е. реакции в 
опорах определены верно, их направление соответствует истинным. 

2. При плоском поперечном изгибе в поперечных сечениях балки воз-
никают два внутренних силовых фактора — поперечная сила Q и изгибаю-
щий момент МИ . Для их определения используется метод сечений. 
а) В интересующем нас месте, например, на участке АВ на расстоянии х от 

левой опоры А рассечем балку поперечной плоскостью и отбросим пра-
вую часть (рис. 6.5, а). 

 
  z                                   
          RA         Mи              RA         F           Mи       RA         F     M       Mи 
                                 x  
          A                             A      B            Q           А       B      C        Q 
             x        Q                      a        x                         a         b     x 
 
 
               а)                                  б)                                  в) 
 

Рис. 6. 5 
Получим: Q = RA = 24 H, MИ = + RA  x (плюс взят потому, что RA из-

гибает отсеченную часть балки выпуклостью вниз). Параметр х — пере-
менный,   0  х  а. При х = 0 в сечении А MИА = 0; при х = а (сечение В)  
MИВ =  RA  а = 24  20 = 480 Нмм. Строим эпюру Q и MИ на рис. 6.4. 

б) Далее рассмотрим участок ВС (рис. 6.5, б). Здесь Q = RA - F = 24 - 60 =     
= - 36 H; MИ= RA  (a + x) - F  x, 0  x  b; 

При х = 0 момент в сечении В равен 480 Нмм, т. е. такой же, как и на 
рис. 6.5, а. При х = b получим: МИС = 24 (20 +10) - 60  10 = 120 Нмм. 

в) Рассмотрим участок СД. 
Поперечная сила не изменится и останется такой же, как и на преды-

дущем участке, т. к. момент М на силу не влияет; изгибающий момент 
будет равен: 

МИ = RA (a + b + x) - F (b + x) + M; 0  x  c. 
При х = 0 получим: МИС = 720 Нмм, 

х = с = 20 мм   МИД = 0. 
Строим эпюры на рис. 6.4. В принципе, на участке СД при построе-

нии эпюры МИ  можно (и нужно было) отбросить левую часть балки, а 
правую часть, где всего одна сила — реакция опоры RД  — оставить: 
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                              RA 
   Mи 
                    x 

 
Тогда получим: МИ = + RД  x, c  x  0. Здесь х изменяется справа налево. 
При х = 0 МД = 0; при х = с МС = 36  20 = 720 Нмм, т. е. результат тот же, 
но решение более легкое. 

г) Проверим правильность построения эпюры МИ  по Журавскому:  на уча-
стке АВ: dM / dx = M / x = (480 – 0) / (20 – 0) = 24 = QAB; 

BC: M / x = (120 – 480) / 10 = - 36 = QBC 
CД: M / x = (0 – 720) / 20 = - 36 = QСД , т. е. результат верный. 

д) Заметим, что на эпюре Q скачок в месте приложения внешних сил на ве-
личину этих сил, на эпюре МИ  скачок в месте приложения момента М = 
600 Нмм. 

е) Наиболее опасным можно считать сечение С, где МИmax = 720 Нмм. 
Пример 6.2. 

Рассмотрим консольную балку, на которую действует сила F = 60 Н. 
Длина балки l = 100 мм (рис. 6.6). 

 
            z 
              RA                                   F 
 
 MA        A                              B 
                               l 
             
                                                      60 
                                                      Q, H 
                                                      Mи, Нмм 
 
 
              -6000 
 

Рис. 6. 6 
 
Решение 
1.  Определяем реакции в опоре А. Направим реакцию RA  вверх, а реактив-

ный момент МА — против часовой стрелки (интуитивно). Из условия  
статического равновесия Z = 0, MA = 0, имеем:  

RA - F = 0  RA = F = 60 H. 
MA - F · l = 0  MA = F · l = 6000 Нмм. 

Для реакции и момента получили положительный знак; это указывает на 
то, что на схеме они были направлены верно. 

2.  Строим эпюру поперечных сил Q. Если отсечь правую часть балки,  
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                        F 
       Q 
 

то получим: Q = + F = 60 H (плюс потому, что F вращает оставшуюся 
часть по часовой стрелке). Для построения  эпюры  Q откладываем  в 
масштабе  отрезок  60 Н и проводим горизонтальную линию (рис. 6.6). 

3. Строим эпюру изгибающих моментов . Рассмотрим  два варианта . Вна-
чале  отсечем от консоли  правую часть  на расстоянии x от силы F :  

 
                      F 

     Mи 
                   x 
 

Изгибающий момент будет равен: МИ = - F · x, l  x  0. При х = 0 МВ = 0, 
при х = l МА = - 6000 Нмм. 

По второму варианту можно отсечь левую часть 
                RA          
     MA                        Mи 

 
 
Получим: МИ = - МА  + RA x = - 6000 + 60x; 
0  x  l; x = 0 MИ = МА = -6000 Нмм 

                   x = l MИ = МВ = 0. Результат тот же. 
Из рис. 6.6 видно, что опасное сечение балки MИ = МИmax =  6000 Hмм на-
ходится у заделки А. 

Пример 6.3. 
 На балку действует распределенная нагрузка интенсивностью q = 2 
Н/мм, l = 40 мм. Построить эпюры Q и МИ , определить опасное сечение 
(рис. 6.7). 
 
Решение 
1. Используя уравнения равновесия, определяем RA = RB = q · l / 2 =   40 H. 
2. Отсечем левую часть на расстоянии х, получим: 

Q = RA – qx, 0  x  l. x = 0, QA = RA = 40 H. 
                                             x = l, QB = -40 H, уравнение — прямая. 

МИ = RA · x – qx2 / 2, уравнение — параболы. При х = 0 МА = 0;  x = l, МB 
= 0. 

Очевидно экстремум функции будет в точке С при Q = dM / dx = 0, т. е. 
при х = RA / q = 20 мм: МИс = 400 Нмм. Строим эпюру МИ. 
 
 
 

 
 

x 
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           RA         qx                        q                      RB 
 
    A                                                                      B 
                                           C 
                   x 
                   
                      l / 2 
                                            l 
                                           
  +40 
   
 
                                                                            Q, H 
                                                                           
                                          400                             -40 
 
                                                                                                                                           
                                           
 
 
 
 
                                                                             Ми, Нмм 

 
 

Рис. 6. 7 
 

6.5 Напряжения при изгибе 
 
 Рассмотрим чистый изгиб балки моментами пар сил М, расположен-
ными в продольной плоскости симметрии балки (рис. 6.8,а). 
                                                                                      z           
                                                                                                               
               M       M                                                                                                          
                 1  А                                                                                A                                     A 
  О           2                  О                                            o                    
              4 3                                                                 C        dA  иz                   
             5                                                       y    z                             B            
                    B                                                                                     B             dN        иmax 
                           а)                       б)                                 в) 

Рис. 6.8. 
 
 Под действием этих моментов балка деформируется: её верхние слои 
(1, 2) сжимаются, нижние (4, 5) – растягиваются. Длина волокон 3, лежащих 

O  O 
C C 

B B 

x 

 -иmax 

dx 
z 

d 

 
A A 
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в плоскости, перпендикулярной плоскости самого изгиба и проходящей че-
рез продольную ось балки ОО , при деформации изгиба не изменяется. Со-
вокупность этих волокон по ширине балки образует нейтральный слой, не 
испытывающий при изгибе ни растяжения, ни сжатия. 
 Чтобы установить закон распределения напряжений в поперечных се-
чениях балки, используют уравнения деформации балки, а также некоторые 
дополнительные допущения: 

1) поперечные сечения балки, плоские до деформации, остаются пло-
скими и нормальными по отношению к продольной оси балки и в 
самом процессе деформации; 

2) балку условно можно представить в виде совокупности продоль-
ных материальных слоев, которые подвергаются деформации про-
стого растяжения или сжатия, для их характеристики справедлив 
закон Гука; 

3) все волокна какого либо слоя, равноудаленного от нейтрального, 
деформируются одинаково. 

   Для определения величины напряжения в любой точке поперечного 
сечения балки AB (рис. 6.8, а) выделим элемент длиной dx = OO и рас-
смотрим его деформацию (рис. 6.8, б). Обозначим  - радиус кривизны 
элемента dx, z – расстояние слоя CC  от нейтрального слоя dx. 

Определим абсолютное удлинение слоя CC :  l = CC - dx (до дефор-
мации длины всех слоев были равны dx). Относительное удлинение          
z = l / dx. С учетом того, что dx = ·d, CC = (+z)d, получим: 

 
z = 




d
ddz  )( =


z                                                 (6.5) 

 
Поскольку слой CC удлинился, в нем возникнут нормальные напря-

жения иz , которые согласно закону Гука с учетом (6.5) будут равны: 
  

иz = Е·z = zЕ


 ,                                              (6.6) 

где Е – модуль упругости материала балки при растяжении. 
Из выражения (6.6) следует, что напряжение иz распределяется по се-

чению АВ неравномерно: если по ширине сечения иz=const, то по высоте 
оно изменяется пропорционально расстоянию z от нейтрального слоя ОО, 
достигая максимальных значений на поверхностных слоях балки А и В 
(рис.6.8, в). 

Зависимость напряжения иz в вертикальной плоскости xOz от изги-
бающего момента М может быть определена следующим образом. Момент 
М согласно условию статического равновесия и методу сечения должен 
быть уравновешен моментом Ми внутренних сил взаимодействия в данном 
сечении балки: 
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Ми =  
A

иz
AA

dAzzdNdM   

Подставив значение иz из формулы (6.6), получим: 
Ми = у

AA

IEdAzEzdAEz  


2 ,  

где Iу = dAz
A
 2  - осевой момент инерции поперечного сечения А отно-

сительно оси y. Отсюда можно определить, что   
у

и

I
ME




 

Подставив это выражение в формулу (6.6), получим: 

иz = z
I

MzE

у

и


                                                             (6.7) 

Таким образом, из формулы (6.7) следует, что: 
1) в любом сечении балки возникают нормальные напряжения иz, 

значения которых изменяются по высоте сечения пропорцио-
нально расстоянию z от нейтрального слоя; 

2) вблизи нейтрального слоя при z=0 напряжения равны нулю, а в 
поверхностных слоях балки при z=zmax они достигают макси-
мальных значений. Например, на рис. 6.8, в вверху – сжимаю-
щих (-иmax ), внизу - растягивающих (+иmax). 

Условие прочности при изгибе по нормальным напряжениям с учетом 
вышесказанного будет иметь вид: 

иmax = иz = ][max и
y

и

y

и

W
Mz

I
M

 ,                                     (6.8) 

где Wy = 
maxz
I y  - осевой момент сопротивления поперечного сечения или 

момент сопротивления при изгибе относительно оси y. Момент сопротив-
ления является геометрической характеристикой поперечного сечения 
балки, определяющей ее прочность при изгибе. 
 Если изгиб происходит в горизонтальной плоскости, уравнение проч-
ности имеет вид 

    иy = ][ и
z

и

W
M

                             (6.9) 

 Определим значения Wy и Wz для простейших сечений, осевые мо-
менты инерции которых были рассмотрены выше. 
 Для прямоугольника: 

  Wy = 
6212

23 bhhbh
 ;     Wz = 

6

2hb ;                      (6.10) 

 
 Для круга: 

  Wy = Wz = 3
34

1.0
32264

dddd


 ;                       (6.11) 

 
 Для кругового кольца: 
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  Wy = Wz = )1(1.0
264

)1( 43
44

cddcd


 ;             (6.12) 

 
  
Примечание. При плоском поперечном изгибе кроме нормальных напря-
жений, вызванных изгибающим моментом, в поперечных сечениях балки 
могут возникать и касательные напряжения, вызванные поперечной силой 
Q. Определение этих напряжений приводится в соответствующих разделах 
курса «Сопротивление материалов». Для балок простых сечений, приве-
денных выше, касательные напряжения незначительны по сравнению с 
нормальными и их можно не учитывать. 

 
 

7. Устойчивость сжатых стержней 
 

7.1. Продольный изгиб. Формула Эйлера 
 
Как указывалось выше, кроме расчетов на прочность и жесткость третьей 

задачей сопротивления материалов является расчет конструкции на устойчи-
вость. На устойчивость необходимо проверять длинные стержни, работающие на 
сжатие. 

Рассмотрим стержень, укрепленный в двух шарнирных опорах: подвиж-
ной  А  и  неподвижной  В (рис.7.1,а) 

  
 
 
 
 
 
 
 До тех пор , пока продольная сжимающая сила F сравнительно мала, 
стержень сохраняет свою первоначальную прямолинейную форму . Даже если 
ось стержня изогнуть какой-либо внешней поперечной силой, а затем отпустить, 
стержень снова станет прямолинейным. Такое состояние сжатого стержня назы-
вается устойчивым. 

Если силу F увеличивать, то при определенном ее значении F = Fкр 
(рис.7.1,6) любое, даже самое малое отклонение стержня у на расстоянии х от 
опоры А не исчезнет, он останется искривленным. С точки зрения прямолиней-
ной формы равновесия сжатого стержня такая форма будет считаться неустой-
чивой. Вместо нее возникнет новая устойчивая форма - искривленная, а соот-
ветствующий этой форме вид деформации называют продольный изгиб. 

Если деформация происходит в пределах упругости (а в данном раз-
деле курса мы рассматриваем только такие задачи), то дифференциальное урав-

Рис 7.1 

l 

A 
F 

B 

а) 

y 
A 

Fкр 
B 

x б) 
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нение изогнутой продольной оси стержня для малых отклонений y   будет 

иметь вид    ,2
2

min uM
dx

ydEI   

где  Ми = Fкру - изгибающий момент   в сечении на расстоянии х от опоры А. 
Решив эту формулу, академик Петербургской академии наук Леонард 

Эйлер в 1744 году вывел формулу для определения критической силы: 

,2
min

2

l
EIFкр


                                                   (7.1) 

где Е - модуль упругости при сжатии, Imin - минимальный момент инерции сече-
ния стержня (потеря устойчивости будет происходить именно в плоскости 
наименьшей жесткости). 

Экспериментальные исследования показали, что при прочих равных ус-
ловиях значение критической силы зависит от способа закрепления концов 
стержня. Ось стержня (рис. 7.1,б) при потере устойчивости приобретает вид по-
луволны синусоиды. При других случаях закрепления расчетная длина l заменя-
ется ее приведенным значением  lпр = l, где  - коэффициент приведения длины. 
На рис.7.2 изображены несколько случаев закрепления стержня и указаны соот-
ветствующие коэффициенты приведения . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Таким образом , общее выражение критической силы при любом спосо-

бе закрепления концов стержня имеет вид : 

2
min

2

)( l
EIFкр 


                                                        (7.2) 

Соответствующее этой силе критическое напряжение   в поперечном сечении 
стержня будет равно 

Аl
EI

А
Fкр

кр 2
min

2

)(


                                                      (7.3) 

обозначим  
A

Ii min
min      - минимальный радиус инерции стержня (мм), 

 =  l / imin - гибкость стержня , тогда получим: 

F 

а) 

F 

б) 
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в) 
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Рис.7.2 

е) 
 



 40

2

2





E

кр                                                          (7.4) 

Таким образом при расчете тонких стержней на устойчивость важную 
роль играет безразмерная величина , называемая гибкостью стержня. Она ха-
рактеризует сопротивляемость стержня потере устойчивости, не зависит от ма-
териала стержня, а определяется его длиной, формой и размерами сечения : 

 
minmin // IAlil                                                  (7.5) 

 
7.2. Меры повышения устойчивости сжатых стержней 

 
Для повышения устойчивости необходимо, чтобы , была как можно 

меньше. Для этого форма стержня должна быть такой, чтобы при заданной 
площади A осевой момент инерции сечения Imin был как можно большим. В 
справочниках приводятся удельные радиусы инерции: AIAi // minminmin  . 
Например,   для прямоугольного сечения с отношением сторон h=2b,       
min = 0,204,  для квадрата – 0,289,  для круга – 0,36,  для кольца,  у которого              
с = 0,7 …  0,9,   min  = 0, 86 … 1,53. 

 
7.3. Расчет сжатых стержней на устойчивость 

 
Основной смысл расчета на устойчивость сжатого стержня заключается   

в следующем: сначала определяется критическое напряжение кр по формуле Эй-
лера (7.4).  Если напряжение кр окажется меньше предела текучести т (для пла-
стичных материалов) или предела прочности в (для хрупких), проводится расчет 
на устойчивость по формулам (2.4, 2.5, 2.8,), где   в качестве опасного напряже-
ния принимается кр: 

   nAF крp //max                                                                    (7.6) 
 nn pкр  max/                                                                               (7.7) 

Поскольку в авиационных механизмах не допускается работа деталей 
при рабочих напряжениях, больших предела текучести, расчет на устойчивость 
по эмпирическим зависимостям Ясинского для кр>т проводить не обязательно, 
проводится только расчет на прочность по формулам (2.4, 2.5, 2.8) 

Пример 7.1. 
Рассчитать предельные значения сжимающих сил F , действующих на 

тяги привода длиной l = 80 мм, способ заделки которых соответствует            
(рис 7.2,д) (µ=0.5). Материал обоих тяг - сталь 45А, термоулучшение            
(т= 490 МПа, Е= 2105 МПа). Сечение первой тяги – прямоугольник                               
b х h = 10  0,5 мм, вторая тяга сделана из той же пластины b  h, однако имеет 
профиль, изображенный на рис.7.3. В обоих случаях [n]= 1,5. 

 
 
 h 

= 
0,

5 

d = 3 

1 2 3 

2.645 2.645 
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 Решение 

1. Определяем минимальные моменты инерции сечений первой и вто 
рой тяг. Imin= b · h3 /12 = 10 · 0,53 / 12 = 0,1 мм4 

Сечение второй тяги состоит из трех частей –  двух одинаковых пря-
моугольников 1 (2,645   0,5) и половины кольца 2 диаметром d =3мм : 
I(min)2= 2I1+I2= 2 · 2,645 · 0,53/12 + 0,5 (3)4/64 = 0,055+1,98 = 2,04 мм4 (счи-
таем, что нейтральная ось сечения совпадает с осью симметрии прямо-
угольников). 

2. Определяем критические напряжения по формуле (7.4): 
минимальные радиусы инерции: 

мм
A

Ii 14,0
5
1,01min

1min  ,                       мм
A

Ii 638,0
5
04,22min

2min  ; 

гибкости тяг: 
7,28514,0/805,0/ 1min1  il ,               7,62638,0/805,0/ 2min2  il ; 

критические напряжения: 

МПаE
кр 2,242

1

2

1 

 ,                                                  МПаE

кр 5012
2

2

2 

 ; 

3. Поскольку кр1 < т , первая тяга потеряет устойчивость при кр 
=24,2 МПа, поэтому предельное значение сжимающей силы Fmax1 определим 
из условия проверки на устойчивость (7.6): 
Fmax1  кр А / [n]= 24,2  5 / 1,5 = 80,6 Н. 
Принимаем Fmax1 = 80 Н. 

У второй тяги кр2  т, поэтому прежде чем потерять устойчивость, 
она подвергнется пластической деформации, то есть потеряет прочность. Из 
условий прочности согласно уравнению (2.7) получим: 
Fmax2  кр А / [n] = 490  5 / 1,5 = 1633 Н. 
Принимаем Fmax2 =1600 Н. 
Вывод : Изменение профиля тяги согласно рис7.3 (что легко можно осу-

ществить, например, штамповкой) позволит увеличить величину пре-
дельной сжимающей силы в 20(!) раз , причем в первом случае можно опа-
саться потери устойчивости , а во втором –  прочности. 

 
8. Сложное сопротивление 

 
8.1. Общие сведения. Понятия о теориях прочности 

 
Во всех вышерассмотренных случаях в поперечных сечениях деталей 

под воздействием внешних нагрузок возникало только одно внутреннее уси-
лие: либо продольная сила, либо крутящий или изгибающий момент. Исклю-
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чение составил лишь плоский поперечный изгиб, когда в поперечных сече-
ниях балки возникают два внутренних усилия — изгибающий момент и попе-
речная сила. Но и в этом случае при расчете на прочность и жесткость обычно 
учитывают только изгибающий момент. 

 
На практике часто встречаются более сложные деформации, когда в 

поперечных сечениях действуют два, три и более внутренних усилия одно-
временно. Эти случаи называются сложным сопротивлением. 

Порядок решения таких задач: 
1)  с помощью метода сечений определяют внутренние силовые факто-

ры, возникающие в поперечных сечениях стержня (балки, вала); 
2)  строят эпюры внутренних усилий, позволяющие определить коор-

динаты опасного сечения (в ряде случаев двух и более), где внут-
ренние усилия максимальны; 

3)   в опасных сечениях на основании принципа независимости дейст-
вия сил определяют нормальные и касательные напряжения от ка-
ждого внутреннего усилия отдельно; 

4)  исследуя распределение напряжений по сечению, устанавливают 
опасные участки (линии, точки), для которых и составляют усло-
вие прочности; 

5)  если окажется, что в опасном участке имеется одноосное напряжен-
ное состояние (например, при растяжении и изгибе), то при расче-
те на прочность сравнивают суммарное нормальное напряжение с 
допускаемым простым, например растягивающим или изгибаю-
щим. Если напряженное состояние в точке двухосное (например, 
кручение и изгиб), расчет выполняют, используя ту или иную тео-
рию (гипотезу) прочности. 

Суть теорий прочности заключается в том, что при расчете сложных 
напряженных состояний их комбинация условно заменяется одной простой 
деформацией, равноопасной (эквивалентной) сложной. В курсе «Сопротивле-
ние материалов» рассматриваются такие теории, как «теория наибольших 
нормальных напряжений», «теория наибольших деформаций», «теория наи-
больших касательных напряжений». В «Технической механике» для расчетов 
деталей авиационных механизмов применяется в основном четвертая, энер-
гетическая теория прочности. Согласно этой теории два напряженных со-
стояния детали - сложное и эквивалентное ему простое считаются равно-
опасными, если равны удельные потенциальные энергии изменения их фор-
мы. В основном эта теория применяется при расчетах деталей из пластичных 
материалов. 

 
8.2. Изгиб с растяжением или сжатием 

 
Рассмотрим консольную балку длиной l прямоугольного сечения b   

h  (рис. 8.1, а), которая подвергается осевому растяжению силой Fх и плоско-
му поперечному изгибу от силы FZ. 
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Задачу определения опасного сечения и дальнейшие расчеты на проч-
ность проведем с помощью принципа независимости действия сил. Со-
гласно этому принципу рассмотрим отдельно изгиб и растяжение. Построим 
эпюры изгибающих моментов Ми и продольных сил N (рис. 8.1, б). 

 
  z 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис 8.1 
 
Из эпюр видно, что наибольших значений изгибающий момент Ми 

достигает в сечении АВСD, где он равен FZl, а значение продольной силы       
N = Fх постоянно по всей длине балки. Эпюры напряжений от изгиба и и от 
растяжения в сечении АВСD показаны на рис. 8.1,в. Как видно, наибольше-
го значения напряжение и достигает в слоях АD и ВС, наиболее удаленных 
от нейтральной оси: и = Ми/Wу = FZl/(bh2/6). Напряжение р  одинаково в 
любом сечении и равно р = N / А = Fx / bh. 

Нормальные напряжения и  и р, направленные по одной прямой, 
можно складывать алгебраически. Очевидно, что в итоге наиболее опас-
ным будет сечение в заделке, а в нем наиболее опасным является слой АD, 
где напряжения и и р  имеют одинаковый знак. Условие прочности балки 
при этом будет иметь вид: 

э =и + р = Ми / Wу+ Fх / А  [и],                                (8.1) 
где э - эквивалентное напряжение. 

Если сила Fх будет сжимающей, уравнение прочности не изменится, 
напряжения и  и р также будут складываться, но опасным будет слой ВС. По 
той же причине не имеет значения направление силы FZ, т.е. знак момента Ми 
в уравнении (8.1) также берется по абсолютной величине. 
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8.3. Косой изгиб (изгиб в двух плоскостях) 
 
Изгиб называется косым, если плоскость деформации (расположения 

изогнутой оси балки) не совпадает с плоскостью действия внешних сил и 
моментов. 

Пусть на балку действует сила F, составляющая угол  с осью сим-
метрии сечения z (рис. 8.2, а). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Балка имеет прямоугольное сечение, в котором высота h больше ши-

рины b, вследствие чего и осевые моменты инерции сечения различны: 
Jу = bh3/12 >Jz = hb3/12. 

В данном случае наибольшие напряжения возникают в точках попе-
речного сечения, наиболее удаленных от нейтральной оси, где напряжение 
равно нулю. Для определения значений наибольших напряжений в опасном 
сечении АВСД сила F раскладывается на две составляющие — горизонталь-
ную Fу и вертикальную FZ по направлениям главных осей инерции сечения 
(рис 8.2, а). В этом случае эпюры напряжений  гор в горизонтальной и  верт 
в вертикальной плоскостях строятся на основании правил и формул, получен-
ных ранее для плоского поперечного изгиба (рис. 8.2, б). Максимальные на-
пряжения будут в точках опасного сечения, наиболее удаленных от соответ-
ствующих нейтральных осей. Так как растягивающим напряжениям припи-
сывается знак плюс, а сжимающим - знак минус, то нетрудно увидеть из рис. 
8.2, б, что наиболее напряженными будут точки В и Д сечения. Возникаю-
щие в них напряжения верт и гор согласно принципу независимости действия 
сил суммируются. Таким образом в рассмотренном случае косого изгиба балки 
прямоугольного сечения условие прочности в опасном сечении приобретает 
вид: 

Рис 8.2 
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8.4. Изгиб и кручение 
 
При нагружении круглого бруса (вала) крутящим Мкр и изгибающим 

Ми моментами эквивалентное напряжение в рассматриваемом сечении опреде-
ляется на основании энергетической теории прочности при статическом нагру-
жении по формуле 

22

33 

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Учитывая, что Wр = 2Wу ,получим условия прочности в виде  

  ,
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
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где МЭ = 22 75.0 кри ММ    - эквивалентный момент. 
При переменных нагрузках проверку на прочность проводят по фор-

муле 

  ,
22

n
nn

nnn 





                                                                                     (8.5) 

где n  и n  - расчетные значения запасов прочности по нормальным и каса-
тельным напряжениям (более подробно см. раздел «Переменные напряже-
ния») 

 
8.5. Расчет тонкостенных сосудов 

 
К тонкостенным сосудам относятся емкости для хранения жидкостей и 

газов, элементы теплообменников, трубопроводов, регуляторов давления, 
сильфонов, толщина стенок которых не превышает 0,1 минимального радиуса 
кривизны. Конструктивные исполнения тонких сосудов может быть раз-
личное, а методика расчета на прочность отличается незначительно. 

Если сосуды имеют форму тел вращения, то без большой погрешно-
сти можно принять, что в стенках возникают только нормальные напряже-
ния (растягивающие или сжимающие) и что эти напряжения распределены 
равномерно по толщине стенки. 

Рассмотрим тонкостенный сосуд с толщиной стенки t, находящийся 
под внутренним давлением р (рис. 8.3). 

Вырежем из его стенки элемент площадью dА = d11d12, радиусы кривизны 
поверхности сосуда в данном месте 1 и 2. 
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Используя метод сечений, заменим взаимодействие элемента dA c ос-
тавшейся частью сосуда внутренними силами N1 и N2, интенсивность которых 
равна 1 и 2. Составим условие статического равновесия элемента, для чего 
спроецируем силы, действующие на элемент, на направление нормали  п - п к 
поверхности элемента. 

Внешняя сила N от внутреннего давления р будет равна N = рdА = рdl1dl2 . 
Проекция на нормаль п - п внутренних сил N1 и N2, действующих по-

парно на четырех гранях, равна        2N1sin(d 1/2)+ 2N2sin(d 2/2)=21A1sin(d 1/2)+ 
+22A2sin(d 2/2).  

С учетом малости размеров элемента dА примем                                 
sin(d 1/2)= d 1/2, a      sin(d 2/2)= d 2/2. 

Тогда уравнение равновесия элемента записывается в виде 
  рdl1dl2 = 21 A1 d 1 / 2+22 A2 d 2/2=1 A1 d 1+ 2 A2 d 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Из  условия dl1 = 1d 1, dl2 = 2d 2  выразим  d 1 = dl1/1,  d 2 = dl2/2 .    
Подставив эти значения в уравнение с учетом того, что A1 = t dl2, а A2 = t dl1            
(см. рис. 8.3) получим: 
рdl1dl2 = 1 tdl2 dl1 / 1+2 t dl1dl2  / 2 

Разделив левую и правую части уравнения на tdl1dl2 получим оконча-
тельную формулу для расчета тонкостенных сосудов, которую называют 
формулой Лапласа: 

1/1+2/2=p/t                                                (8.6) 
 
Рассмотрим расчет двух видов сосудов, наиболее часто встречающихся 

на практике: сферического и цилиндрического. При этом ограничимся слу-
чаями действия внутреннего газового давления. 
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1. Сферический сосуд. В этом случае 1= 2 = r, где r - радиус сфе-
ры, а         1 =2=  . Из формулы  (8.6)  следует, что 

           =рr/2t                                                  (8.7) 
 
Исследования показывают, что поскольку в данном случае имеет ме-

сто плоское напряженное состояние, то согласно энергетической теории     
проверка прочности ведется, как в случае одноосного напряженного состоя-
ния: 

=рr/2t[]                                                                                          (8.8) 
2.  Цилиндрический сосуд. В этом случае (рис. 8.4, а) 1 = r - радиус ци-

линдра, 2 = . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Из уравнения Лапласа получаем 1/r=p/t, откуда 
1=pr/t                                                                           (8.9) 

Для определения напряжения 2 используем метод сечений. Рассечем 
сосуд плоскостью п-п,  перпендикулярной его оси, мысленно отбросим пра-
вую часть и рассмотрим условие равновесия левой оставшейся части       (рис. 
8.4, б). На неё действуют сила давления газа на днище F = рА1 = рr2, а также 
внутренняя сила от напряжения 2, равная N2 =2А2 =22rt. Проецируя эти силы 
на ось сосуда, получаем: 

-F + N2 =0;  рr2+22rt = 0,  откуда 2= pr/2t.                                            (8.10) 
Из зависимостей (8.9) и (8.10) видно, что в цилиндрическом сосуде на-
пряжение в продольном сечении в 2 раза больше, чем в поперечном. Это учи-
тывают на практике при изготовлении составных цилиндрических резервуа-
ров: продольные сварные швы выполняют более прочными, чем поперечные. 
При расчете на прочность цилиндрического сосуда рекомендуется применять 
формулу, основанную на энергетической теории прочности: 
             Э= 0,861 = 0,86pr/t   []                                                                            (8.11)
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9. Напряжения в элементах конструкций при динамических     
нагрузках 

 
9.1. Общие сведения 

 
Динамическими считаются нагрузки, изменяющиеся во времени с 

большой скоростью. Напряжения, возникающие при колебаниях от действия 
динамических нагрузок, могут во много раз превосходить по своему значе-
нию напряжения от статических нагрузок. Кроме того, многие пластичные 
материалы при динамическом воздействии становятся хрупкими, при дейст-
вии многократно повторяющейся переменной нагрузке прочность материа-
лов резко снижается. 

Общий метод расчета на динамическую нагрузку основан на извест-
ном из теоретической механики принципа Даламбера, согласно которому 
всякое двигающееся тело может рассматриваться как находящееся в со-
стоянии мгновенного равновесия, если к действующим на него внешним 
силам добавить силу инерции, равную произведению массы тела на его уско-
рение и направленную в сторону, противоположную ускорению. 

Поэтому в случаях, когда известны силы инерции, можно приме-
нять метод сечений, а для определения внутренних нагрузок использовать 
уравнения статического равновесия. 

В тех же случаях, когда определение сил инерции затруднено, на-
пример, при ударе, для определения динамических напряжений и деформаций 
используют закон сохранения энергии. 

 
9.2. Напряжения при равноускоренном движении 

 
Рассмотрим простейший пример. Пусть груз 1 весом С поднимается 

вверх с ускорением а (рис. 9.1, а). Определим напряжение в тяге 2, держащей 
груз, если ее площадь сечения равна А. 

 
Прикладываем к грузу силу 

инерции та = (G/g)а и направленную 
вниз. Используя метод сечения, дела-
ем мысленно разрез тяги по сечению 
п - п, отбрасываем верхнюю часть, 
обозначив внутреннее усилие в сече-
нии Nдн (динамическое). Поскольку 
напряжение распределено по сече-
нию тяги А равномерно, можно запи-
сать, что Nдн=днА, где дн -  искомое 
динамическое напряжение в тяге. 
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Спроецировав все на вертикальную ось получим: дн А - G(1+ a/g) = 0 ,  

откуда 
дн=G/A(1+a/g) = ст Кдн,                                                                                      (9.1) 

где ст = G/A - напряжение при статическом действии груза, Кдн =(1+ a/g) 
- динамический коэффициент. 

Таким образом, динамическое напряжение может быть выражено 
через статическое напряжение и динамический коэффициент. Это особенно 
удобно в тех случаях, когда динамический коэффициент приходится опре-
делять опытным путем. 

 
9.3. Напряжения при продольном ударе 

 
Пусть груз весом G падает с высоты h на неподвижный стержень 

(рис. 9.2, а). Под действием веса груза, а также сил инерции, которую он 
приобрел при    падении,    стержень    
укоротится    на величину ∆lдн              (рис. 
9.2, б), при этом в нем возникнет  соот-
ветствующее   динамическое напряжение 
дн ,  которое  определяется  с 
помощью закона сохранения энергии. 
При этом используются следующие до-
пущения: 
1)  при ударе  дн  <T,  т.е. закон Гука 
сохраняет свою силу; 
2)  тела   после   удара   не    отскакивают 
друг от друга; 
3)  масса груза   массы стерня; 
4) пренебрегаем потерями энергии.  

Приравняв   работу   падающего   груза   к потенциальной энергии 
деформации стержня, получаем: 

∆lдн=∆lст(1+ стlh  /21 )=∆lстКдн (9.2) 
Умножив левую и правую части (9.2) на (Е/l), на основании закона Гука 
получим 
дн =  ст Кдн                                                                                                                            (9.3) 
где динамический коэффициент Кдн равен: 
К дн   = 1 + стlh  /21                                                                                                (9.4) 

Из этих формул видно, что динамические деформации и напря-
жения зависят от статической деформации ударяемого тела. Чем больше 
статическая деформация (при прочих равных условиях), тем меньше ди-
намическое напряжение. Вот почему для уменьшения динамического 
напряжения стараются конструктивными методами увеличить статиче-
скую деформацию (например, применением амортизаторов, пружин, мяг-
ких прокладок и др.). 

G 

h 
l дн

 

а) б) 

Рис. 9.2 
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Рассмотрим два частных случая. 

1. Внезапное приложение нагрузки (h= 0): 
Кдн = 2, дн =  2ст , т.е. напряжения и деформации вдвое больше, чем при 

статическом действии того же груза. 
2. Груз падает с большой высоты ( h   ∆lст): 

Кдн = стlh /2                                                                                  (9.5) 
Например, пусть ∆lст = 5 ·10 -3 мм, h= 250 мм, тогда согласно (9.5) Кдн = 300.   

Применим амортизатор, у которого при данной статической нагрузке         
∆lст = 5мм . Получим Кдн = 10 - напряжение уменьшилось в 30 (!) раз. 

 
 

10. Прочность при переменных напряжениях 
 

10.1. Понятие об усталостной прочности. Основные определения 
 
Многие детали авиационных механизмов в процессе работы под-

вергаются действию периодически изменяющихся во времени нагрузок 
(напряжений). Установлено, что при этом в материале деталей возникают 
микротрещины, которые постепенно развиваются и значительно ослабляют 
сечение деталей. При разрушении на поверхности излома детали наблю-
даются две ярко выраженные зоны: гладкая – результат постепенного раз-
вития трещины и грубозернистая – след внезапного разрушения. Такое яв-
ление называется усталостью материала. 

При переменных напряжениях разрушение детали будет проходить 
при напряжениях, значительно меньших предела прочности. Дополнитель-
ной характеристикой свойств материала, определяющих возможность вос-
принимать многократное действие переменных напряжений без разруше-
ния, является предел выносливости. Значение предела выносливости для 
одного и того же материала зависит от ряда факторов, в частности от зако-
на изменения напряжения во времени. В деталях механических систем 
наиболее часто напряжения изменяются по циклическому закону, близко-
му к синусоидальному. На рис. 10.1 показано периодическое изменение 
нормального напряжения во времени от наименьшего σmin до наибольшего 
σmax. Однократная смена напряжений называется циклом изменения на-
пряжений, tц – время цикла. 
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Любой цикл может быть охарактеризован также средним напряжением 
   σm=( σmin+ σmax)/2 ,                                                                                      (10.1) 

амплитудой переменного напряжения 
 σа=(σmax - σmin)/2 ,                                                                         (10.2) 

а также коэффициентом асимметрии цикла (его называют чаще 
“характеристика цикла”) 
   R= σmin/ σmax  ,                                                                             (10.3) 

Здесь σmin  и σmax – минимальное и максимальное значение напря-
жений с точки зрения абсолютных значений, но с учётом знаков. 

Если минимальное напряжение цикла σmin=0, то R=0, цикл называ-
ется отнулевым или пульсирующим (рис.10.2,а). У этого цикла амплитуд-
ные и средние значения напряжений равны. 

Если минимальные значения напряжений и максимальные числен-
но равны друг другу, но противоположны по знаку (рис.10.2.б), цикл назы-
вается симметричным, характеристика цикла R=-1, среднее напряжение 
σm=0, /σmin/=/σmax/= σа. 

В случае если напряжение в течение времени практически не изме-
няется, σmin=σmax, цикл называется приближенно статическим, для него     
R= + 1. 

Всё сказанное для нормальных напряжение распространяет-
ся и на касательные, однако, если в случае нормальных напряжений 
положительным считается напряжение при растяжении, а отрица-
тельным – при сжатии, то в случае касательных напряжений знак 
принимается условно: например, в одну сторону положительный, в 
другую – отрицательный. 

 
10.2. Кривая выносливости. Предел выносливости 

 
Чтобы исключить влияние различных конструктивных факторов и 

выявить усталостные характеристики самого материала, испытания на ус-
талостную прочность проводят на образцах, имеющих одинаковые разме-
ры, форму и чистоту обработки поверхности, например, отполированный 
вал диаметром 6...10 мм. Испытания проводятся на испытательных маши-
нах, которые позволяют создавать в сечении образца циклически изме-
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няющиеся напряжения с заданной характеристикой R. Испытания первого 
образца проводят при напряжении σmax=0.7σВ, он разрушается при числе 
циклов примерно 103...104. Затем испытывают второй образец, третий и т.д. 
(обычно около 10), снижая σmax. Количество циклов нагружения, необхо-
димых для разрушения образцов, при этом растёт. По результатам испыта-
ний строится график зависимости σmax от N, который называется кривой 
выносливости, или кривой усталостной прочности (рис.10.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Как показывает опыт, при снижении максимального напряжения для ос-
тальных образцов кривая выносливости асимптотически приближается к 
некоторой горизонтали и, начиная с определённого напряжения, образец не 
разрушается, сколь велико не было бы число циклов нагружения. Это на-
пряжение обозначается σR и называется пределом выносливости (рис.10.3). 

Предел выносливости σR – это такое максимальное напряжение, 
которое с заданной вероятностью неразрушения материал опытного образ-
ца может выдержать практически неограниченное число циклов нагруже-
ния (образец стальной). 

Число циклов нагружения N0, соответствующее пределу выносли-
вости, называется базовым. 

Эксперименты показывают, что если образец из среднеуглероди-
стой стали выдержал N0=107 циклов нагружения, он не разрушится и при 
значительно большем количестве циклов. 

У высокоуглеродистых закалённых сталей и цветных металлов   
предела выносливости не существует, у  этих  металлов  кривая  выносли-
вости может стать асимптотой  оси N. Для этих материалов вводится поня-
тие условный предел выносливости: напряжение разрушения, значение 
которого определяется при базовом числе циклов нагружения N0=10 

Материал имеет не один предел выносливости, а несколько, в зави-
симости от значения коэффициента асимметрии цикла R. Наиболее часто в 
справочниках приводятся значения пределов выносливости при  отнулевом 
(R=0) и симметричном (R= -1) циклах напряжений при изгибе: σ0 и σ-1 .На 
основании испытаний установлены приближённые зависимости между 

max 

RN 

N 
0 

Рис.10.3 
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пределом выносливости при изгибе -1 и пределами выносливости для дру-
гих видов деформации, например: 

                                       σ-1р= 0,8σ-1;                                                 (10.4) 
                                       τ-1=0,6σ-1 .                                                           (10.5) 
где σ-1р – предел выносливости при симметричном цикле растяже-

ния – сжатия; τ-1 – предел выносливости при кручении в условиях симмет-
ричного цикла. 

Кроме того, ориентировочно пределы выносливости при различ-
ных видах деформации среднеуглеродистых сталей могут быть опреде-
лены по пределу прочности по следующим эмпирическим зависимостям: 

Вид деформации             отнулевой цикл         симметричный цикл 

             Растяжение:      σ0р=0,52 σВ,       -1р=0,36 σВ 
Изгиб:                σ0=0,6 σВ,          -1=0,43 σВ 
Кручение: τ0=0,32 σВ,       τ-1=0,26 σВ 
Нагружение образцов по законам, отличающимся от синусоидаль-

ных, показали, что пределы выносливости практически не зависят от фор-
мы цикла, а определяются только значениями σmin  и σmax. Поэтому для всех 
циклов 1,2,3, показанных на рис.10.4 пределы выносливости одинаковые. 

Не влияет на σR и частота нагружения, если она не превосходит 
5…6 тысяч циклов в минуту. 

 
10.3. Предел ограниченной выносливости 

 
При расчете детали (например, вала) на прочность расчётное число 

циклов нагружения NE может оказаться либо больше, либо меньше базово-
го числа N0. В первом случае при NE>N в качестве опасного напряжения 
при расчёте на прочность выбирается предел выносливости σR, поскольку 
брать напряжение, меньшее, чем σR экономически нецелесообразно. Но ес-
ли расчётное число циклов NE<N0, в качестве опасного напряжения прини-
мают предел ограниченной выносливости σRN – такое максимальное на-
пряжение, при котором не происходит разрушения опытного образца за 
расчётное число циклов NE. Из рис.10.3 видно, что для NE<N0 получается 
σRN> σR, а чем больше опасное напряжение, тем больше запас прочности. 
Аппроксимируя кривую выносливости, получим: 

σRN=σR·KL                                                                                         (10.6) 
где KL – коэффициент долговечности. 

1 2 3 
   

t t t 

Рис.10.4 
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Для сталей KL= 9 0

EN
N , где N0=107 – для среднеуглеродистых сталей, 

N0=108– для высокоуглеродистых сталей. Предел ограниченной выносли-
вости при этом “сверху” ограничен прочностью материала σТ (или σВ), а 
“снизу” – пределом выносливости σR: σT  σRN  σR. 

Если расчётные значения σRN выходят за эти пределы – берутся эти 

пределы. Для цветных сплавов KL = m

EN

810 , где m=10...12, а расчётное значе-

ние σRN ограничивается только сверху σ0,2  σRN  0. 
Всё вышесказанное распространяется и на касательные напряже-

ния. 
10.4 Факторы, влияющие на предел выносливости 

 
Детали авиационных механизмов, работающих при циклических 

нагрузках, могут существенно отличаться от стандартных образцов, по 
испытаниям которых определяется предел выносливости используемого 
материала. Опыт эксплуатации и исследования показывают, что наибо-
лее существенно на предел выносливости влияют следующие факторы: 

1 – концентраторы напряжений; 
2 – размеры поперечных сечений; 
3 – шероховатость поверхности, упрочнение и другие факторы. 

 1.   Резкие изменения формы, отверстия, проточки, надрезы и т.п. значи-
тельно снижают предел выносливости деталей по сравнению с опыт-
ными образцами. Это снижение учитывается эффективными коэффи-
циентами концентрации напряжений Кσ и Кτ, которые приводятся в 
справочниках (Кσ1 и Кτ1). Например, при симметричном цикле 
предела выносливости образцов при наличии концентраторов напря-
жения будут равны: 

                                 σ-1К = σ-1 / Кσ,                                             (10.7) 
                                  τ-1К = τ-1 / Кτ.            (10.8) 

 2.   Опыты показывают, что чем больше абсолютные размеры поперечного      
сечения детали, тем меньше предел выносливости. Это учитывается 
масштабным коэффициентам Кd. 
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На рисунке 10.5,а показана графическая зависимость масштаб-

ного коэффициента Кd (коэффициента влияния размера) от диаметра 
d: зависимость 1 – для углеродистых сталей(σВ=400...500 МПа), 2 – 
для легированных сталей(σВ=1200...1400 МПа). Для приборных меха-
низмов при d  10 мм Кd=1. При d>10 мм Кd<1, а предел выносливости 
будет равен σ-1d= σ-1·Kd. 

 3.    Влияние состояния поверхности деталей также существенно влияет на 
сопротивление усталости, что оценивают коэффициентом усталости 
поверхности КF (рис. 10.5,б), где кривая 1 – при полировании, 2 – при 
шлифовании, 3 – при тонком точении. При полировании для всех ма-
териалов КF=1, при остальных видах обработки KF<1, а предел вынос-
ливости будет равен σ-1F= σ-1·KF. 

              
При необходимости могут учитываться и другие факторы, например, 

упрочнение деталей термической или специальной механической обработ-
кой, азотированием, цементацией и т.д.Для повышения сопротивления ус-
талости применяется ряд мер, основными из которых являются: 

 1 –  применение  более  однородных  материалов  с  мелкозернистой        
структурой, свободных от внутренних очагов концентраций; 

 2 – придание деталям таких очертаний, при которых была бы умень-
шена концентрация напряжений; не следует допускать переходов 
от одного размера сечения к другому без переходных кривых; 

 3 – тщательная обработка поверхностей деталей, вплоть до полиров-
ки, так как малейшие царапины могут явиться началом будущей 
усталостной трещины; 

 4 – применение специальных методов упрочнения поверхности дета-
лей (например, наклёп может повысить срок службы детали 2-3 
раза при незначительных дополнительных расходах). 

 
 10.5 Проверка на прочность при переменных напряжениях 
 
Рассмотрим работу деталей при асимметричном цикле нагружения. 

Если согласно теории энергетической прочности ввести понятие эквива-
лентного переменного напряжения σэ, то при асимметричном цикле для 
опытного образца получим:  

σэ= σа+ ψσ· σm                                                       (10.9) 
τэ= τа+ ψτ· τm                                            (10.10) 
где σа, σm, τа, τm – амплитудные и средние напряжения цикла, ψσ , ψτ 

– коэффициенты чувствительности материала к асимметрии цикла. Их зна-
чения принимают в зависимости от вида деформации (индекс σ – растяже-
ние и изгиб, индекс τ – кручение) и предела прочности материала: 
σв МПа    350...520        520...700           700...1000            1000...1250 
ψσ                                         0  0,05                              0,1       0,2 
ψτ            0    0                  0,05       0,1 
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Как показывают экспериментальные исследования, влияние кон-
центраторов напряжений, масштабного эффекта и состояния поверхности 
следует относить только к переменной составляющей цикла. С учётом 
этого для нормальных и касательных напряжений получим: 

σэ=σа
Fd KK

K

 +ψσ·σm,                                                                   (10.11) 

э=а
Fd KK

K



+ψ·m,                                                                   (10.12) 

Вычислив опасные напряжения для симметричного цикла (пределы 
ограниченной выносливости σ-1N и τ-1N материала данной детали), можно 
найти запасы прочности по усталости для нормальных и касательных на-
пряжений: 

m
Fd

a

N

KK
K

n












 1
          ,                                                (10.13) 

m
Fd

a

N

KK
Kn













 1
           ,                                                 (10.14) 

Условие прочности при этом будет иметь вид nσ[n], nτ[n]. При 
сложном напряжённом состоянии условие прочности определяют по фор-
муле (8.5) 

][
22

n
nn

nnn 








 

где  [n] – нормативный запас прочности, который для деталей авиа-
ционных приборов чаще всего равен 1,5. Если неравенство (8.5) выполня-
ется, то элемент конструкции признаётся надёжным (работоспособным), 
если неравенство не выполняется, необходимо либо внести изменения в 
конструкцию детали, либо выбрать материал с более высоким пределом 
усталостной прочности, либо уменьшить расчётные значения амплитудных 
и средних значений напряжения. 
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