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ȽɅАȼА  IV. ɉɊɈɂɁȼɈȾɇАə ɎɍɇɄЦɂɂ ɈȾɇɈɃ ɉȿɊȿɆȿɇɇɈɃ 
ɂ ȿȿ ɉɊɂɅɈɀȿɇɂə 

§1 ɉɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ 

1.1. Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.1.1. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )y f x=  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɨɤɪɟɫɬ-

ɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0x . Ⱦɨɩɭɫɬɢɦ, ɱɬɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɩɪɟɞɟɥ ɨɬɧɨɲɟɧɢɹ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɹ 
ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɤ ɜɵɡɜɚɜɲɟɦɭ ɟɝɨ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɸ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ, ɤɨɝɞɚ ɩɨɫɥɟɞ-

ɧɟɟ ɫɬɪɟɦɢɬɫɹ ɤ ɧɭɥɸ: 
( ) ( )0 0

0
lim
x

f x x f x

x∆ →

+ ∆ −
∆

. Ɍɨɝɞɚ ɷɬɨɬ ɩɪɟɞɟɥ ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ 

ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x . 

ɉɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )y f x=  ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɨɛɨɡɧɚɱɚɟɬɫɹ ( )0f x′ , ( )0xf x′ ,  

( )0df x

dx
, ( )0y x′ . 

Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
0

0 0
lim lim
x x

f x x f x f x
f x

x x∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆
′ = =

∆ ∆
. 

Ɉɩɟɪɚɰɢɹ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɟɦ 

ɮɭɧɤɰɢɢ. 

ɉɪɢɦɟɪ 1. ȼɵɱɢɫɥɢɬɶ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɮɭɧɤɰɢɢ ( ) 2f x ax=  a) ɜ ɬɨɱɤɟ 0 1x = ;  ɛ) ɜ 

ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɬɨɱɤɟ x . 

ſ a) ɋɨɫɬɚɜɢɦ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 2ax  ɜ ɬɨɱɤɟ 0 1x = : 

( ) ( ) ( )( )2 221 1 1 2f a x a a x x∆ = + ∆ − ⋅ = ∆ + ∆ . Ɍɨɝɞɚ  

( ) ( )( )
( )

2

0 0 0

21
lim lim lim 2 2
x x x

a x xf
a x a

x x∆ → ∆ → ∆ →

∆ + ∆∆
= = + ∆ =

∆ ∆
. 

ɛ) ɋɨɫɬɚɜɢɦ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɬɨɱɤɟ x : 

 ( ) ( ) ( )( )2 22 2f x a x x ax a x x x∆ = + ∆ − = ∆ + ∆ .  

Ɍɨɝɞɚ  ( ) ( )( )
( )

2

0 0 0

2
lim lim lim 2 2
x x x

a x x xf x
a x x ax

x x∆ → ∆ → ∆ →

∆ + ∆∆
= = + ∆ =

∆ ∆
.ƀ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. ɉɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ, ɜɵɱɢɫɥɟɧɧɚɹ ɜ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɬɨɱɤɟ, ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɮɭɧɤɰɢ-

ɟɣ. ȿɫɥɢ ɫɧɚɱɚɥɚ ɧɚɣɬɢ ɷɬɭ ɮɭɧɤɰɢɸ, ɚ ɡɚɬɟɦ ɜɵɱɢɫɥɢɬɶ ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɪɢ ɡɚɞɚɧɧɨɦ ɡɧɚɱɟɧɢɢ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ, ɬɨ ɩɨɥɭɱɢɦ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɜ ɤɨɧ-

ɤɪɟɬɧɨɣ ɬɨɱɤɟ. ȼ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɧɨɦ ɩɪɢɦɟɪɟ, ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɜ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɬɨɱɤɟ 
ɪɚɜɧɚ 2ax . ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɜ ɬɨɱɤɟ 1x =  ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɛɭɞɟɬ ɪɚɜɧɚ 12 | 2xax a= = . 

ɉɪɢɦɟɪ 2. ȼɵɱɢɫɥɢɬɶ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɮɭɧɤɰɢɢ ( ) ( )3sin 2 1f t t= +  ɜ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶ-

ɧɨɣ ɬɨɱɤɟ t . 



130 

 

ſ ɉɪɢɪɚɳɟɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɬɨɱɤɟ ɪɚɜɧɨ 

( )( ) ( ) ( ) ( )3sin 2 1 3sin 2 1 6sin cos 2 1f t t t t t t∆ = + ∆ + − + = ∆ + + ∆ . Ɍɨɝɞɚ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

6sin cos 2 1 sin
lim 6 lim lim cos 2 1
t t t

t t t t
f t t t

t t∆ → ∆ → ∆ →

∆ + + ∆ ∆
′ = = ⋅ + + ∆ =

∆ ∆
( )6cos 2 1t= + .ƀ 

1.2. Ɂɚɞɚɱɢ, ɩɪɢɜɨɞɹɳɢɟ ɤ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ 

a) Ɂɚɞɚɱɚ ɨ ɫɤɨɪɨɫɬɢ 

ɉɭɫɬɶ ɦɚɬɟɪɢɚɥɶɧɚɹ ɬɨɱɤɚ ɞɜɢɠɟɬɫɹ ɩɨ ɩɪɹɦɨɣ ɢ ɩɭɬɶ, ɩɪɨɣɞɟɧɧɵɣ ɬɨɱ-

ɤɨɣ ɨɬ ɧɚɱɚɥɚ ɞɜɢɠɟɧɢɹ ɡɚ ɜɪɟɦɹ t , ɪɚɜɟɧ ( )S t . Ɍɨɝɞɚ ɩɭɬɶ, ɩɪɨɣɞɟɧɧɵɣ ɬɨɱɤɨɣ 

ɨɬ ɦɨɦɟɧɬɚ 0t  ɞɨ ɦɨɦɟɧɬɚ 0t t+ ∆ , ɪɚɜɟɧ ( ) ( )0 0S t t S t+ ∆ −  ɢ ɫɪɟɞɧɹɹ ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɧɚ 

ɷɬɨɦ ɭɱɚɫɬɤɟ ɩɭɬɢ ɛɭɞɟɬ ( ) ( )0 0
ɫɪ

S t t S t
v

t

+ ∆ −
=

∆
. 

 
ɇɚɡɨɜɟɦ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ ɬɨɱɤɢ ɜ ɦɨɦɟɧɬ 0t  (ɦɝɧɨɜɟɧɧɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ) ɩɪɟ-

ɞɟɥ, ɤ ɤɨɬɨɪɨɦɭ ɫɬɪɟɦɢɬɫɹ ɫɪɟɞɧɹɹ ɫɤɨɪɨɫɬɶ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɢ ɡɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɨɤ ɜɪɟɦɟɧɢ 

ɨɬ 0t  ɞɨ 0t t+ ∆ , ɤɨɝɞɚ 0t∆ → , ɬ.ɟ. ( ) ( ) ( )0 0
0

0
lim
t

S t t S t
v t

t∆ →

+ ∆ −
=

∆
. 

ɋɨɝɥɚɫɧɨ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ, ɩɨɥɭɱɢɦ ( ) ( )0 0v t S t′= .  Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚ-
ɡɨɦ, ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɨɬ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɡɚɞɚɸɳɟɣ ɡɚɤɨɧ ɞɜɢɠɟɧɢɹ ɦɚɬɟɪɢɚɥɶɧɨɣ ɬɨɱɤɢ 

ɜɞɨɥɶ ɩɪɹɦɨɣ, ɪɚɜɧɚ ɫɤɨɪɨɫɬɢ ɞɜɢɠɟɧɢɹ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɢ. 

ɉɪɢɦɟɪ 3. Ɂɚɤɨɧ ɞɜɢɠɟɧɢɹ ɦɚɹɬɧɢɤɚ ɜɞɨɥɶ ɨɫɢ OX : ( ) ( )3sin 2 1x t t= + . ɇɚɣɬɢ 

ɫɤɨɪɨɫɬɶ (ɦɨɞɭɥɶ ɫɤɨɪɨɫɬɢ) ɟɝɨ ɞɜɢɠɟɧɢɹ  ɜ ɦɨɦɟɧɬ, ɤɨɝɞɚ ɦɚɹɬɧɢɤ ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ ɜ 

ɧɚɱɚɥɟ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ. 
ſ ɋɤɨɪɨɫɬɶ ɞɜɢɠɟɧɢɹ ɦɚɹɬɧɢɤɚ ɜɞɨɥɶ ɨɫɢ ɪɚɜɧɚ ( ) ( )6cos 2 1x t t′ = + . Ɍɚɤ 

ɤɚɤ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )x t  ɢ ( )x t′  ɩɟɪɢɨɞɢɱɧɵ, ɬɨ ɦɨɠɧɨ ɜɵɛɪɚɬɶ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 

t , ɩɪɢ ɤɨɬɨɪɵɯ ɦɚɹɬɧɢɤ ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ ɜ ɧɚɱɚɥɟ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ, ɥɟɠɚɳɢɟ ɧɚ ɥɸɛɨɦ ɩɟ-

ɪɢɨɞɟ, ɧɚɩɪɢɦɟɪ, 1

1

2
t = −  ɢ 2

1

2
t

π −
= . Ɍɨɝɞɚ ( ) ( )1 2 6x t x t′ ′= = . ƀ 

ɛ) Ɂɚɞɚɱɚ ɨ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ. ɍɪɚɜɧɟɧɢɟ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ 

Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɝɪɚɮɢɤ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )y f x= . ɉɪɟɞɩɨɥɨɠɢɦ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟ-
ɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x . ɉɭɫɬɶ ( ) ( )0 0 0 1,f x y f x x y= + ∆ =  ɢ ɩɪɨɜɟɞɟɦ ɩɪɹɦɭɸ ɱɟ-
ɪɟɡ ɬɨɱɤɢ ɝɪɚɮɢɤɚ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )0 0 0,M x y  ɢ ( )0 1,M x x y+ ∆ . ɇɚɡɨɜɟɦ ɷɬɭ ɩɪɹ-

ɦɭɸ ɫɟɤɭɳɟɣ ɝɪɚɮɢɤɚ. ɍɝɥɨɜɨɣ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɫɟɤɭɳɟɣ ɪɚɜɟɧ 

( ) ( ) ( )0 0 01 0
ɫɟɤ

f x x f x f xy y
k

x x x

+ ∆ − ∆−
= = =

∆ ∆ ∆
, ɢ ɟɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɛɭɞɟɬ ɢɦɟɬɶ ɜɢɞ: 

( ) ( )0
0 0

f x
y y x x

x

∆
− = −

∆
. 
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Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ɭɫɬɪɟɦɢɬɶ x∆  ɤ ɧɭɥɸ, ɬɨ ɬɨɱɤɚ ( )0 1,M x x y+ ∆  ɛɭɞɟɬ 
ɞɜɢɝɚɬɶɫɹ ɩɨ ɝɪɚɮɢɤɭ ɮɭɧɤɰɢɢ ɤ ɬɨɱɤɟ ( )0 0 0,M x y . ɉɪɢ ɷɬɨɦ ɫɟɤɭɳɚɹ ɛɭɞɟɬ ɩɨ-

ɜɨɪɚɱɢɜɚɬɶɫɹ  ɢ ɫɬɪɟɦɢɬɶɫɹ ɡɚɧɹɬɶ ɧɟɤɨɬɨɪɨɟ ɩɪɟɞɟɥɶɧɨɟ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ, ɤɨɬɨɪɨɟ 
ɦɵ ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɵɦ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟɦ ɢɥɢ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ ɤ ɝɪɚɮɢɤɭ 
ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɬɨɱɤɟ ( )0 0 0,M x y .  

ȿɫɥɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɤɨɧɟɱɧɵɣ 
( )0

0
lim
x

f x

x∆ →

∆
∆

, ɬɨ, ɩɟ-

ɪɟɯɨɞɹ ɤ ɩɪɟɞɟɥɭ ɜ ɭɪɚɜɧɟɧɢɢ ɫɟɤɭɳɟɣ, ɩɨɥɭɱɢɦ 

ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ ( )( )0 0 0y y f x x x′− = − , ɬ.ɟ. 
( )0ɤɚɫk f x′= . 

ɂɫɩɨɥɶɡɭɹ ɬɨ, ɱɬɨ ɭɝɥɨɜɨɣ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɩɪɹ-

ɦɨɣ ɪɚɜɟɧ ɬɚɧɝɟɧɫɭ ɭɝɥɚ ɧɚɤɥɨɧɚ ɷɬɨɣ ɩɪɹɦɨɣ ɤ ɨɫɢ 

ɚɛɫɰɢɫɫ, ɩɨɥɭɱɚɟɦ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɣ ɫɦɵɫɥ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ:  

ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɪɚɜɧɚ ɬɚɧɝɟɧɫɭ ɭɝɥɚ ɧɚɤɥɨɧɚ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ ɤ 
ɝɪɚɮɢɤɭ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɩɪɨɜɟɞɟɧɧɨɣ ɜ ɬɨɱɤɟ ( )0 0 0,M x y , ɤ ɩɨɥɨɠɢɬɟɥɶɧɨɦɭ 
ɧɚɩɪɚɜɥɟɧɢɸ ɨɫɢ ɚɛɫɰɢɫɫ. 
ɉɪɢɦɟɪ 4. ȼ ɤɚɤɨɣ ɬɨɱɤɟ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ 22y x=  ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ ɛɭɞɟɬ ɫɨɫɬɚɜ-

ɥɹɬɶ ɫ ɩɨɥɨɠɢɬɟɥɶɧɵɦ ɧɚɩɪɚɜɥɟɧɢɟɦ ɨɫɢ ɚɛɫɰɢɫɫ ɭɝɨɥ 45o ? ɋɨɫɬɚɜɢɬɶ ɭɪɚɜɧɟ-
ɧɢɟ ɷɬɨɣ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ. 

ſ ɂɫɩɨɥɶɡɭɹ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬ ɩɪɢɦɟɪɚ 1, ɩɨɥɭɱɢɦ ( ) 4y x x′ = . Ʉɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ ɛɭ-

ɞɟɬ ɫɨɫɬɚɜɥɹɬɶ ɫ ɨɫɶɸ ɚɛɫɰɢɫɫ ɭɝɨɥ 045  ɜ ɬɨɣ ɬɨɱɤɟ, ɝɞɟ ( ) tg 45 1oy x′ = = . Ɋɟɲɚɹ 

ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ 04 1x = , ɩɨɥɭɱɢɦ 0
1

4
x = . Ɍɨɝɞɚ 0 2

2 1

84
y = =  ɢ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɤɚɫɚɬɟɥɶ-

ɧɨɣ ɛɭɞɟɬ ɢɦɟɬɶ ɜɢɞ ( )1 11
8 4

y x− = ⋅ −  ɢɥɢ, ɩɨɫɥɟ ɭɩɪɨɳɟɧɢɹ, 1
8

y x= − . ƀ 

1.3. Ⱦɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.1.2. Ɏɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɣ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x , 

ɟɫɥɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɱɢɫɥɨ A  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨ ( ) ( )0f x A x o x∆ = ∆ + ∆  ɩɪɢ 0x∆ → . 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.1.1. Ɏɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɬɨɝɞɚ ɢ ɬɨɥɶɤɨ 

ɬɨɝɞɚ, ɤɨɝɞɚ ɨɧɚ ɢɦɟɟɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ. 
► ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x . Ɍɨɝɞɚ 

( ) ( ) ( )0

0 0 0
lim lim lim
x x x

f x A x o x o x
A A

x x x∆ → ∆ → ∆ →

∆ ∆ + ∆ ∆⎛ ⎞
= = + =⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠

, ɬ.ɟ. ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɩɪɨɢɡ-

ɜɨɞɧɚɹ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɢ ɪɚɜɧɚ A . 

ɇɚɨɛɨɪɨɬ, ɟɫɥɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x , ɬɨ ɩɨ ɤɪɢɬɟɪɢɸ ɫɭ-

ɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɹ ɩɪɟɞɟɥɚ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɩɨɥɭɱɢɦ 
( ) ( ) ( )0

0

f x
f x x

x
α

∆
′= + ∆

∆
, ɝɞɟ 

( ) 0xα ∆ → , ɟɫɥɢ 0x∆ → . 
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Ɍɨɝɞɚ ( ) ( ) ( ) ( )0 0f x f x x x x A x o xα′∆ = ∆ + ∆ ∆ = ∆ + ∆ , ɝɞɟ ( )0A f x′= . ◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ.  ɂɡ ɞɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɚ ɬɟɨɪɟɦɵ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɢɮɮɟ-
ɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ, ɬɨ ɱɢɫɥɨ A , ɨ ɤɨɬɨɪɨɦ ɝɨɜɨɪɢɬɫɹ ɜ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟ-
ɦɨɫɬɢ, ɪɚɜɧɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɞɚɧɧɨɣ ɬɨɱɤɟ. 

ɂɡ ɞɨɤɚɡɚɧɧɨɣ ɬɟɨɪɟɦɵ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɨɞɧɨɣ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 

ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɫɬɶ ɪɚɜɧɨɫɢɥɶɧɚ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ. 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.1.2. ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ, ɬɨ ɨɧɚ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ 
ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ. 

►ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x , ɬɨ ɞɥɹ ɟɟ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɹ ɜɵ-

ɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɫɨɨɬɧɨɲɟɧɢɟ ( ) ( )0f x A x o x∆ = ∆ + ∆  ɩɪɢ 0x∆ → , ɨɬɤɭɞɚ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ 

( )0
0

lim 0
x

f x
∆ →

∆ = . Ⱥ ɷɬɨ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x . ◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. Эɬɚ ɬɟɨɪɟɦɚ ɧɟɨɛɪɚɬɢɦɚ. ɋɭɳɟɫɬɜɭɸɬ 

ɮɭɧɤɰɢɢ, ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɵɟ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɬɨɱɤɟ, ɧɨ ɧɟ 
ɢɦɟɸɳɢɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ. ɇɚɩɪɢɦɟɪ, ɮɭɧɤ-
ɰɢɹ ( )f x x=  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x = , ɧɨ ɟɟ ɝɪɚɮɢɤ 
ɧɟ ɛɭɞɟɬ ɢɦɟɬɶ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ, ɫɥɟɞɨɜɚ-

ɬɟɥɶɧɨ, ɨɧɚ ɧɟ ɛɭɞɟɬ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɣ ɜ ɧɟɣ. 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.1.3. ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɤɚɠɞɨɣ ɬɨɱɤɟ ɩɪɨɦɟ-
ɠɭɬɤɚ ( ), ,a b a b−∞ ≤ < ≤ +∞ , ɬɨ ɛɭɞɟɦ ɝɨɜɨɪɢɬɶ, ɱɬɨ ɨɧɚ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟ-
ɦɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a b . 

1.4. Ⱦɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.1.4. Ⱦɨɩɭɫɬɢɦ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 

0x . Ɍɨɝɞɚ ɜɵɪɚɠɟɧɢɟ ( )0f x x′ ∆  ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɨɦ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤ-
ɰɢɢ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢ ɨɛɨɡɧɚɱɚɬɶ ( )0df x  ɢɥɢ df . 

ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ, ɬɨ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɪɚ-
ɜɟɧɫɬɜɨ ( ) ( ) ( )0 0f x df x o x∆ = + ∆ . ɉɨɷɬɨɦɭ ɱɚɫɬɨ ɝɨɜɨɪɹɬ, ɱɬɨ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥ – 

ɷɬɨ ɝɥɚɜɧɚɹ, ɥɢɧɟɣɧɚɹ ɱɚɫɬɶ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɞɚɧɧɨɣ ɬɨɱɤɟ. 
Ɉɬɦɟɬɢɦ ɧɚ ɝɪɚɮɢɤɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 

ɬɨɱɤɭ ( )0 0,M x y , ɩɨɫɬɪɨɢɦ ɤɚɫɚɬɟɥɶ-

ɧɭɸ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɢ ɜɨɡɶɦɟɦ ɧɟɤɨɬɨɪɨɟ 
ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ x∆ . Ɍɨɝɞɚ ɹɫɧɨ, 

ɱɬɨ ɜɟɥɢɱɢɧɚ ( ) ( )0 0df x f x x′= ∆  ɫɨɜɩɚ-

ɞɚɟɬ ɫ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟɦ ɨɪɞɢɧɚɬɵ ɤɚɫɚ-

ɬɟɥɶɧɨɣ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɦ ɩɪɢɪɚɳɟ-
ɧɢɸ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ x∆ . ȼ ɷɬɨɦ ɫɨɫɬɨɢɬ 
ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɣ ɫɦɵɫɥ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɚ. 

Ɋɚɡɧɨɫɬɶ ɦɟɠɞɭ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟɦ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ɢ ɟɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɨɦ ( ) ( ) ( )0 0f x df x o x∆ − = ∆  ɨɱɟɧɶ ɦɚɥɚ ɩɪɢ ɦɚɥɵɯ 

ɡɧɚɱɟɧɢɹɯ x∆ . Эɬɨ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɬɶ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥ ɞɥɹ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɧɵɯ 

ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɣ. 
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ɇɚɣɞɟɦ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥ ɨɬ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x x= . Ⱦɥɹ ɷɬɨɝɨ ɧɚɣɞɟɦ ɫɧɚɱɚɥɚ 

ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ: ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim 1 1
x x x

x x x x
x

x x∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆′ = = = =
∆ ∆

. 

Ɉɬɫɸɞɚ 1dx x= ⋅∆  ɢ ɜ ɮɨɪɦɭɥɟ ( ) ( )0 0df x f x x′= ∆  ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ 
ɦɨɠɧɨ ɡɚɦɟɧɢɬɶ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɨɦ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x x= :  

( ) ( )0 0df x f x dx′= , 

ɱɬɨ ɩɪɢɞɚɟɬ ɷɬɨɣ ɮɨɪɦɭɥɟ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɵɣ ɜɢɞ. 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. ɂɡ ɩɨɥɭɱɟɧɧɨɣ ɮɨɪɦɭɥɵ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɦɨɠɧɨ ɪɚɫ-
ɫɦɚɬɪɢɜɚɬɶ  ɤɚɤ ɱɚɫɬɧɨɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɚ ɮɭɧɤɰɢɢ ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɚ ɚɪɝɭɦɟɧ-

ɬɚ:      ( ) ( )df x
f x

dx
′ = . 

1.5. Ɉɞɧɨɫɬɨɪɨɧɧɢɟ ɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.1.5. Ⱦɨɩɭɫɬɢɦ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ 

[ )0 0,x x δ+  ɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɩɪɟɞɟɥ ( )
0

0

0
lim

x x

f x

x∆ → +

∆
∆

. Ɍɨɝɞɚ ɷɬɨɬ ɩɪɟɞɟɥ ɛɭɞɟɦ ɧɚ-

ɡɵɜɚɬɶ ɩɪɚɜɨɫɬɨɪɨɧɧɢɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ɨɛɨɡɧɚɱɚɬɶ ( )0f x+′ . 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ]0 0,x xδ−  ɢ ɫɭɳɟ-

ɫɬɜɭɟɬ 
( )

0

0

0
lim

x x

f x

x∆ → −

∆
∆

, ɬɨ ɟɝɨ ɛɭɞɟɦ ɧɚ-

ɡɵɜɚɬɶ ɥɟɜɨɫɬɨɪɨɧɧɟɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ɨɛɨɡɧɚɱɚɬɶ ( )0f x−′ .  

ɉɪɹɦɵɟ, ɩɪɨɯɨɞɹɳɢɟ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ 

( )0 0 0,M x y , ɝɞɟ ( )0 0y f x=  ɫ ɭɝɥɨɜɵɦɢ ɤɨ-

ɷɮɮɢɰɢɟɧɬɚɦɢ ( )0f x+′  ɢ ( )0f x−′  ɟɫɬɟɫɬ-
ɜɟɧɧɨ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɩɪɚɜɨɫɬɨɪɨɧɧɟɣ ɢ ɥɟɜɨ-

ɫɬɨɪɨɧɧɟɣ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɵɦɢ. 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.1.3. Ⱦɥɹ ɬɨɝɨ ɱɬɨɛɵ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɥɚ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ( )0f x′  ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  

ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɢ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ, ɱɬɨɛɵ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɥɢ ɨɞɧɨɫɬɨɪɨɧɧɢɟ 
ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɢ ( ) ( )0 0f x f x− +′ ′= . 

Ⱦɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɷɬɨɣ ɬɟɨɪɟɦɵ ɨɱɟɜɢɞɧɨ ɢ ɩɪɟɞɨɫɬɚɜɥɹɟɬɫɹ ɱɢɬɚɬɟɥɸ. 

Ɍɟɩɟɪɶ ɞɨɩɭɫɬɢɦ, ɱɬɨ 
( )0

0
lim
x

f x

x∆ →

∆
= ∞

∆
. Ɍɨɝɞɚ ɛɭɞɟɦ ɝɨɜɨɪɢɬɶ, ɱɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ 

0x  ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ.  

Ɂɚɩɢɲɟɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɫɟɤɭɳɟɣ ɜ ɜɢɞɟ 
( ) ( )0 0

0

x
y y x x

f x

∆
− = −

∆
. Ɍɨɝɞɚ, ɬɚɤ 

ɤɚɤ 
( )0

0

lim 0
x

x

f x∆ →

∆
=

∆
, ɬɨ ɩɪɟɞɟɥɶɧɨɟ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ ɫɟɤɭɳɟɣ ɡɚɞɚɟɬɫɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟɦ 
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0x x= . Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢ ɷɬɨ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɟɬ ɬɨɦɭ, ɱɬɨ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ ɤ ɝɪɚɮɢɤɭ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ɛɭɞɟɬ ɩɟɪɩɟɧɞɢɤɭɥɹɪɧɚ ɨɫɢ ɚɛɫɰɢɫɫ. 
ȼ ɬɨɱɤɟ, ɝɞɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɚ, ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɞɢɮ-

ɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɣ. 

 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

1. Ɇɨɠɟɬ ɨɤɚɡɚɬɶɫɹ, ɱɬɨ 
( )0

0
lim
x

f x

x∆ →

∆
= +∞

∆
 ɢɥɢ 

( )0

0
lim
x

f x

x∆ →

∆
= −∞

∆
. ȼ ɷɬɨɦ ɫɥɭ-

ɱɚɟ, ɦɵ ɛɭɞɟɦ ɝɨɜɨɪɢɬɶ, ɱɬɨ ( )0f x′ = +∞  ɢɥɢ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ, ( )0f x′ = −∞ . 

Ƚɪɚɮɢɤɢ ɬɚɤɢɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɜ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0x x=  ɫɯɟɦɚɬɢɱɟɫɤɢ ɢɡɨɛɪɚɠɟ-
ɧɵ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɚɯ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Ɇɨɠɧɨ ɝɨɜɨɪɢɬɶ ɨɛ ɨɞɧɨɫɬɨɪɨɧɧɢɯ ɛɟɫɤɨ-

ɧɟɱɧɵɯ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɯ. ɉɪɢ ɷɬɨɦ, ɟɫɥɢ ɨɛɟ ɨɞ-

ɧɨɫɬɨɪɨɧɧɢɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵ ɢ ɪɚɡ-
ɧɵɯ ɡɧɚɤɨɜ, ɬɨ ɦɨɠɧɨ ɧɚɩɢɫɚɬɶ ( )0f x′ = ∞ . 

Ƚɪɚɮɢɤ ɬɚɤɨɣ ɮɭɧɤɰɢɣ ɩɪɢɜɟɞɟɧ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɟ. 
 

 

§2 ɉɪɚɜɢɥɚ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɹ. Ɍɚɛɥɢɰɚ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɯ 

2.1. Ⱦɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɟ ɫɭɦɦɵ, ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ, ɱɚɫɬɧɨɝɨ 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.2.1. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɵ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x . Ɍɨ-

ɝɞɚ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɵ ɢɯ ɫɭɦɦɚ ( ) ( )f x g x+ , ɢɯ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɟ 

( ) ( )f x g x⋅  ɢ, ɩɪɢ ɭɫɥɨɜɢɢ, ɱɬɨ ( )0 0g x ≠ , ɢɯ ɱɚɫɬɧɨɟ ( )
( )

f x

g x
, ɩɪɢ ɷɬɨɦ 

ɚ)   ( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0|x xf x g x f x g x=

′ ′ ′+ = + , 

ɛ)   ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0|x xf x g x f x g x f x g x=

′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ , 

ɜ)   ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0 0 0 0

2
0

|x x

f x g x f x g xf x

g x g x
=

′⎛ ⎞ ′ ′−
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 
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► Ɍɚɤ ɤɚɤ ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x x f x∆ = + ∆ −  ɢ ( ) ( ) ( )0 0 0g x g x x g x∆ = + ∆ − , ɬɨ 

( ) ( ) ( )0 0 0f x x f x f x+ ∆ = + ∆  ɢ ( ) ( ) ( )0 0 0g x x g x g x+ ∆ = + ∆ .  

Ɍɨɝɞɚ, ɬɚɤ ɤɚɤ 
( ) ( )0

0
0

lim
x

f x
f x

x∆ →

∆
′=

∆
 ɢ 

( ) ( )0
0

0
lim
x

g x
g x

x∆ →

∆
′=

∆
, ɬɨ 

a) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

0 0 0 0

0
| limx x

x

f x x g x x f x g x
f x g x

x
=

∆ →

+ ∆ + + ∆ − +′+ = =
∆

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 0

0 0 0
lim lim lim
x x x

f x g x f x g x
f x g x

x x x∆ → ∆ → ∆ →

∆ + ∆ ∆ ∆
′ ′= = + = +

∆ ∆ ∆
. 

ɛ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

0 0 0 0

0
| limx x

x

f x x g x x f x g x
f x g x

x
=

∆ →

+ ∆ + ∆ −′ = =
∆

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0 0 0
0

0 0

0 0
0 0 0 0 0 0

0 0

lim

lim lim

lim lim .

x

x x

x x

f x f x g x g x f x g x

x

f x g x f x g x f x g x f x
g x

x x

g x f x
f x g x f x g x f x g x

x x

∆ →

∆ → ∆ →

∆ → ∆ →

+ ∆ + ∆ −
= =

∆
∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆

= = ⋅ +
∆ ∆

∆ ∆
′ ′+ ⋅ + ∆ ⋅ = +

∆ ∆

 

ɉɨɫɥɟɞɧɢɣ ɢɡ ɩɪɟɞɟɥɨɜ ɪɚɜɟɧ ɧɭɥɸ, ɬɚɤ ɤɚɤ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ ( )0g x∆  ɟɫɬɶ ɩɪɢɪɚɳɟ-
ɧɢɟ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɣ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɮɭɧɤɰɢɢ, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɦɚɥɚɹ ɮɭɧɤ-

ɰɢɹ, ɚ ɨɬɧɨɲɟɧɢɟ ( )0f x

x

∆
∆

 ɨɝɪɚɧɢɱɟɧɨ ɜ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɢ. 

ɜ) Ⱦɥɹ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɨɬ ɱɚɫɬɧɨɝɨ ɜɵɱɢɫɥɢɦ ɫɧɚɱɚɥɚ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɹ ɱɚ-
ɫɬɧɨɝɨ: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

f x x f x f x f x f x f x g x f x g xf

g g x x g x g x g x g x g x g x g x

+ ∆ + ∆ ∆ − ∆
∆ = − = − =

+ ∆ + ∆ + ∆

Ɍɨɝɞɚ    ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )0

0 0
0 0

0 0
0 0 0

| lim limx x
x x

f f x g x
g x f xf x g x x

g x x g x g x g x
=

∆ → ∆ →

∆ ∆∆′ −⎛ ⎞ ∆ ∆= = =⎜ ⎟
∆ + ∆⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 0 0 0

2
0

f x g x f x g x

g x

′ ′−
= . ◄ 

ɋɥɟɞɫɬɜɢɟ 1. ( )( ) ( )C f x C f x′ ′⋅ = ⋅ . 

► ȼɵɱɢɫɥɢɦ ɫɧɚɱɚɥɚ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɨɬ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ: 

( )
0 0

lim lim 0 0
x x

C C
C

x∆ → ∆ →

−′ = = =
∆

. 

Ɍɨɝɞɚ, ɩɪɢɦɟɧɹɹ ɩɪɚɜɢɥɨ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɹ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ, ɩɨɥɭɱɢɦ 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )C f x C f x Cf x Cf x′ ′ ′ ′⋅ = + = . ◄ 
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ɋɥɟɞɫɬɜɢɟ 2. ɂɡ ɞɨɤɚɡɚɧɧɨɣ ɬɟɨɪɟɦɵ ɫɥɟɞɭɸɬ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɟ ɮɨɪɦɭɥɵ 

ɞɥɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɨɜ ɮɭɧɤɰɢɣ: 

ɚ)   ( )d f g df dg+ = + , 

ɛ)   ( )d f g g df f dg⋅ = ⋅ + ⋅ , 

ɜ)   
2

f g df f dg
d

g g

⎛ ⎞ ⋅ − ⋅
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. Эɬɭ ɬɟɨɪɟɦɭ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɦɟɬɨɞɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɢɧɞɭɤɰɢɢ ɥɟɝɤɨ 

ɪɚɫɩɪɨɫɬɪɚɧɢɬɶ ɧɚ ɫɥɭɱɚɣ ɫɭɦɦɵ ɢ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ ɥɸɛɨɝɨ ɤɨɧɟɱɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ 

ɮɭɧɤɰɢɣ:    ( )1 2 1 2... ...n nf f f f f f′ ′ ′ ′+ + + = + + , 

( )1 2 1 2 1 2 1 2... ... ... ... ...n n n nf f f f f f f f f f f f′ ′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ . 

 
2.2. Ⱦɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɟ ɨɛɪɚɬɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.2.2. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɢ ɫɬɪɨɝɨ ɦɨɧɨɬɨɧɧɚ ɧɚ ɩɪɨ-

ɦɟɠɭɬɤɟ [ ],a b  ɢ ɬɨɱɤɚ ( )0 ,x a b∈  ɬɚɤɨɜɚ, ɱɬɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ( )0 0f x′ ≠ . Ɍɨɝɞɚ 

ɮɭɧɤɰɢɹ ( )1f y− , ɨɛɪɚɬɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x , ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 

( )0 0y f x=  ɢ ( )( ) ( )0

1

0

1
|y yf y

f x

−
=

′ =
′

. 

►Ⱦɨɩɭɫɬɢɦ ɞɥɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɢ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɫɬɪɨɝɨ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ. 
Ɍɚɤ ɤɚɤ ɬɨɱɤɚ 0x  - ɜɧɭɬɪɟɧɧɹɹ ɬɨɱɤɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ [ ],a b , ɬɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɨɬɪɟɡɨɤ 

[ ] [ ]0 0, ,x x a bδ δ− + ⊂ , ɧɚ ɤɨɬɨɪɨɦ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɫɬɪɨɝɨ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ, ɫɥɟɞɨɜɚ-
ɬɟɥɶɧɨ, ɢɦɟɟɬ ɨɛɪɚɬɧɭɸ. Ɍɨɱɤɚ ( )0 0y f x=  ɛɭɞɟɬ ɜɧɭɬɪɟɧɧɟɣ ɬɨɱɤɨɣ ɩɪɨɦɟɠɭɬ-

ɤɚ ( ) ( )0 0,f x f xδ δ⎡ ⎤− +⎣ ⎦ , ɬɚɤ ɤɚɤ ɜ ɫɢɥɭ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɛɭɞɟɬ 

ɜɵɩɨɥɧɹɬɶɫɹ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x f xδ δ− < < + . 

ȼɨɡɶɦɟɦ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ y∆  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨɛɵ ( ) ( )0 0 0,y y f x f xδ δ⎡ ⎤+ ∆ ∈ − +⎣ ⎦ . 

Ɍɨɝɞɚ ( ) ( )1 1
0 0 0x f y y f y− −∆ = + ∆ − ≠ , ɬɚɤ ɤɚɤ, ɜ ɫɢɥɭ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɢ ɮɭɧɤɰɢɢ 

( )1f y−  ɛɭɞɟɬ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ( ) ( )1 1
0 0f y y f y− −+ ∆ ≠ . Ʉɪɨɦɟ ɬɨɝɨ, 0x∆ →  ɩɪɢ 

0y∆ → , ɬɚɤ ɤɚɤ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )1f y−  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0y . 

Ɍɨɝɞɚ ɦɨɠɧɨ ɧɚɩɢɫɚɬɶ 
1x

yy
x

∆
=
∆∆

∆

 ɢ, ɟɫɥɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 

( )0
0

lim 0
x

y
f x

x∆ →

∆ ′= ≠
∆

, ɬɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɢ 
( )0

0

1
lim
y

x

y f x∆ →

∆
=

′∆
. ◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. Ⱦɨɤɚɡɚɧɧɭɸ ɮɨɪɦɭɥɭ ɦɨɠɧɨ ɡɚɩɢɫɚɬɶ ɜ ɜɢɞɟ  

( )
( )( ) ( )0

0
1

1

|
y f x

f x

f y−
=

′ =
′

. 
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2.3. Ⱦɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɟ ɫɥɨɠɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.2.3. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f t  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0t  ɢ ɮɭɧɤɰɢɹ 
( )xϕ  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x , ɬɚɤɨɣ ɱɬɨ ( )0 0x tϕ = . Ɍɨɝɞɚ ɫɥɨɠɧɚɹ 

ɮɭɧɤɰɢɹ ( )( )f xϕ  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x , ɩɪɢɱɟɦ 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0 0 0 0|x x t x t xf x f t x f x xϕ ϕ ϕ ϕ=

′ ′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ . 

► ɉɪɢ ɡɚɞɚɧɧɵɯ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f t  ɛɭɞɟɬ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ 

ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0t  ɢ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ. Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɮɭɧɤɰɢɹ ( )xϕ  

ɛɭɞɟɬ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0x  ɢ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɧɟɣ. ȼ 

ɝɥ3§4 ɛɵɥɨ ɞɨɤɚɡɚɧɨ, ɱɬɨ ɬɨɝɞɚ ɜ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0x  ɛɭɞɟɬ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɫɥɨɠ-

ɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )( )f xϕ . ȼɨɡɶɦɟɦ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ x∆  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨɛɵ 

0x x+ ∆  ɩɪɢɧɚɞɥɟɠɚɥɨ ɷɬɨɣ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ. Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ ( ) ( )0 0t x x xϕ ϕ∆ = + ∆ −  ɢ 

ɨɬɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ, ɬɚɤ ɤɚɤ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )xϕ  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x , ɬɨ 0t∆ →  ɩɪɢ 

0x∆ → . 

Ɍɨɝɞɚ, ɜ ɫɢɥɭ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɫɬɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f t , ɦɨɠɧɨ ɧɚɩɢɫɚɬɶ 

( ) ( ) ( )0 0tf t f t t o t′∆ = ∆ + ∆ , ɝɞɟ ( ) ( ) ( )
0

, 0
t

o t t t tα α
∆ →

∆ = ∆ ⋅∆ ∆ ⎯⎯⎯→ . 

Ⱦɟɥɹ ɩɨɫɥɟɞɧɟɟ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ɧɚ x∆  ɢ ɩɟɪɟɯɨɞɹ ɤ ɩɪɟɞɟɥɭ, ɩɨɥɭɱɢɦ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0 0 0

0 0
lim lim t t x
x x

f x o tt
f t f t x

x x x
ϕ

∆ → ∆ →

∆ ∆⎛ ⎞∆′ ′ ′= + =⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠
, ɬɚɤ ɤɚɤ  

0
lim
x

t

x∆ →

∆
=

∆
 

( ) ( ) ( )0 0
0

0
lim x
x

x x x
x

x

ϕ ϕ
ϕ

∆ →

+ ∆ −
′= =

∆
 ɢ 

( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

o t t
t

x x
α

∆ → ∆ →

∆ ∆⎛ ⎞= ∆ ⋅ =⎜ ⎟∆ ∆⎝ ⎠
. ◄ 

 

ɋɥɟɞɫɬɜɢɟ. ɂɧɜɚɪɢɚɧɬɧɨɫɬɶ ɮɨɪɦɵ ɩɟɪɜɨɝɨ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɚ 

Ɏɨɪɦɚ ɡɚɩɢɫɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɚ ( )df f t dt′=  ɫɨɯɪɚɧɹɟɬɫɹ, ɟɫɥɢ ɚɪɝɭɦɟɧɬ t  

ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɤɚɤɨɝɨ-ɧɢɛɭɞɶ ɞɪɭɝɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ. 

► ɉɭɫɬɶ ( )t xϕ= . Ɍɨɝɞɚ ɩɨ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɸ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɚ 

( )( )( ) ( )( ) ( )tdf f x dx f x x dxϕ ϕ ϕ′ ′ ′= = ⋅ . 

Ɍɚɤ ɤɚɤ ( )x dx dtϕ′ = , ɢ ( )x tϕ = , ɬɨ ( )df f t dt′= . ◄ 

 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. ɇɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɩɨɧɢɦɚɬɶ, ɱɬɨ ɫɨɯɪɚɧɹɟɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɮɨɪɦɚ ɞɢɮɮɟ-
ɪɟɧɰɢɚɥɚ ( )df f t dt′= , ɧɨ, ɟɫɥɢ ɚɪɝɭɦɟɧɬ t  -  ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɚɹ ɩɟɪɟɦɟɧɧɚɹ, ɬɨ dt  - 

ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ ɷɬɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ, ɚ, ɟɫɥɢ t  - ɮɭɧɤɰɢɹ, ɬɨ dt  - ɷɬɨ ɝɥɚɜɧɚɹ ɱɚɫɬɶ 
ɷɬɨɝɨ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɹ. 
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Ɏɨɪɦɭɥɵ 6  ɢ 8 ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɱɚɫɬɧɵɦɢ ɫɥɭɱɚɹɦɢ ɮɨɪɦɭɥ 5 ɢ 7 ɩɪɢ a e= . 

Ɍɟɩɟɪɶ ɞɨɤɚɠɟɦ ɮɨɪɦɭɥɵ 9 ɢ 10. 

( ) ( )
0 0

0

2sin cos
sin sin 2 2

sin lim lim

cos
2

lim cos .

x x

x

x x
x

x x x
x

x x

x
x x

x
x

∆ → ∆ →

∆ →

∆ ∆⎛ ⎞+⎜ ⎟+ ∆ − ⎝ ⎠′ = = =
∆ ∆

∆⎛ ⎞∆ +⎜ ⎟
⎝ ⎠= =
∆

 

( ) ( )
0 0

0

2sin sin
cos cos 2 2

cos lim lim

sin
2

lim sin .

x x

x

x x
x

x x x
x

x x

x
x x

x
x

∆ → ∆ →

∆ →

∆ ∆⎛ ⎞− +⎜ ⎟+ ∆ − ⎝ ⎠′ = = =
∆ ∆

∆⎛ ⎞−∆ +⎜ ⎟
⎝ ⎠= = −
∆

 

Ɏɨɪɦɭɥɵ 11 ɢ 12 ɩɨɥɭɱɚɸɬɫɹ ɢɡ ɩɪɚɜɢɥɚ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɹ ɱɚɫɬɧɨɝɨ: 

( ) ( ) ( ) 2 2

2 2 2

sin cos cos sin cos sin 1
tg

cos cos cos

x x x x x x
x

x x x

′ ′− +′ = = = . 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2 2

cos sincos sin sin cos 1
ctg

sin sin sin

x xx x x x
x

x x x

′ ′ − +−′ = = = − . 

Ɏɨɪɦɭɥɵ 13-16 ɥɟɝɤɨ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɢɡ ɩɪɚɜɢɥɚ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɹ ɨɛɪɚɬɧɨɣ 

ɮɭɧɤɰɢɢ. 

Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɮɭɧɤɰɢɸ arcsiny x= . Ɉɛɪɚɬɧɨɣ ɤ ɧɟɣ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɛɭɞɟɬ ɮɭɧɤ-

ɰɢɹ sin , ,
2 2

x y y
π π⎡ ⎤= ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

. ɉɨɷɬɨɦɭ ( )
( ) 2

1 1 1
arcsin

cos 1sin
x

y

x
y xy

′ = = =
′ −

. 

ɉɨɫɥɟɞɧɹɹ ɮɨɪɦɭɥɚ ɜɟɪɧɚ, ɟɫɥɢ 
2

y
π

≠ ± , ɬ.ɟ. ɟɫɥɢ 1x ≠ ± . 

Ɏɨɪɦɭɥɵ 14-16 ɞɨɤɚɡɵɜɚɸɬɫɹ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɢ ɢɯ ɞɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɩɪɟɞɨɫ-
ɬɚɜɥɹɟɦ ɱɢɬɚɬɟɥɸ. 

Ⱦɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɮɨɪɦɭɥ 17-20 ɬɚɤɠɟ ɩɪɟɞɨɫɬɚɜɥɹɟɬɫɹ ɱɢɬɚɬɟɥɸ.◄ 

 
2.5. Ʌɨɝɚɪɢɮɦɢɱɟɫɤɨɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɟ 

Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɩɪɢɟɦ, ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɤɨɬɨɪɨɝɨ ɦɨɠɧɨ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɬɶ ɩɨɤɚ-

ɡɚɬɟɥɶɧɨ-ɫɬɟɩɟɧɧɭɸ ɮɭɧɤɰɢɸ ( )( ) ( )v x
u x  ɢ ɧɟɤɨɬɨɪɵɟ ɞɪɭɝɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ ( )( ) ( )v x
y u x= . Ɍɚɤ ɤɚɤ ɷɬɚ ɮɭɧɤɰɢɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɩɪɢ ɭɫɥɨɜɢɢ, 

ɱɬɨ ( ) 0u x > , ɬɨ ɦɨɠɧɨ ɧɚɣɬɢ ln y : ( ) ( )( )ln lny v x u x= ⋅ . ɉɪɨɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦ 

ɨɛɟ ɱɚɫɬɢ ɩɨɫɥɟɞɧɟɝɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚ ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ x . ɋɥɟɜɚ ɷɬɨ ɛɭɞɟɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ 
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ɨɬ ɫɥɨɠɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ: ( )ln
x

y
y

y

′′ = , ɫɩɪɚɜɚ – ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɨɬ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ: 

( ) ( )( )( )ln ln
u

v x u x v u v
u

′′ ′⋅ = ⋅ + . Ɍɨɝɞɚ ln
y u

v u v
y u

′ ′
′= + , ɨɬɤɭɞɚ 

ln lnvu u
y y v u v u v u v

u u

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′= ⋅ + = ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

ɉɪɢɦɟɪ 1. ȼɵɱɢɫɥɢɬɶ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɨɬ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )lnsin
x

x . 

ſ ɉɨɥɨɠɢɦ ( )lnsin
x

y x= . Ɍɨɝɞɚ ( )ln ln ln siny x x= ⋅ . Ⱦɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɹ ɨɛɟ 

ɱɚɫɬɢ ɷɬɨɝɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚ, ɩɨɥɭɱɢɦ ( )1 cos
ln sin ln

sin

y x
x x

y x x

′
= + ⋅ , ɨɬɤɭɞɚ 

( ) ( )ln 1 cos
sin ln sin ln

sin

x x
y x x x

x x

⎛ ⎞′ = ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. ƀ 

 
2.6. Ⱦɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɣ, ɡɚɞɚɧɧɵɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢ 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.2.4. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )x x t=  ɢ ( )y y t=  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɵ ɧɚ ɩɪɨɦɟ-
ɠɭɬɤɟ [ ]0 0,t tδ δ− + , ɩɪɢɱɟɦ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )x t  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɢ ɫɬɪɨɝɨ ɦɨɧɨɬɨɧɧɚ, 

ɬɚɤ ɱɬɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɨɛɪɚɬɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )t t x= , ɤɨɬɨɪɚɹ ɬɨɠɟ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɢ 

ɫɬɪɨɝɨ ɦɨɧɨɬɨɧɧɚ. Ⱦɨɩɭɫɬɢɦ ɬɚɤɠɟ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )x t  ɢ ( )y t  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢ-

ɪɭɟɦɵ ɜ ɬɨɱɤɟ 0t , ɩɪɢɱɟɦ ( )0 0x t′ ≠ . Ɍɨɝɞɚ ɫɥɨɠɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )( )y y t x=  ɞɢɮ-

ɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ x  ɜ ɬɨɱɤɟ ( )0 0x x t= , ɩɪɢɱɟɦ ( ) ( )
( )

0
0

0

t
x

t

y t
y x

x t

′
′ =

′
. 

► ɉɨ ɩɪɚɜɢɥɭ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɹ ɫɥɨɠɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɨɥɭɱɢɦ, ɱɬɨ ɜ 

ɬɨɱɤɟ 0x  ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( )( )( ) t x
x

y t x y t
′ ′ ′= ⋅ . ɉɨ ɮɨɪɦɭɥɟ ɞɥɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞ-

ɧɵɯ ɜɡɚɢɦɧɨ ɨɛɪɚɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ 
1

x
t

t
x

′ =
′

, ɨɬɤɭɞɚ ( )( )( ) t

x
t

y
y t x

x

′′ =
′

. ◄ 

ɉɪɢɦɟɪ 2. ɇɚɣɬɢ ɬɨɱɤɢ ɧɚ ɤɪɢɜɨɣ, ɡɚ-
ɞɚɧɧɨɣ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹɦɢ 

[ ]3cos , 2sin , 0,2x t y t t π= = ∈ , ɜ ɤɨɬɨ-

ɪɵɯ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ ɛɭɞɟɬ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɚ ɨɫɢ 

ɚɛɫɰɢɫɫ. 
ſ ɉɪɹɦɚɹ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɚ ɨɫɢ ɚɛɫ-

ɰɢɫɫ, ɟɫɥɢ ɟɟ ɭɝɥɨɜɨɣ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ 
0k = . ɍɝɥɨɜɨɣ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɤɚɫɚɬɟɥɶ-

ɧɨɣ ɪɚɜɟɧ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ 

( )( )y t x  ɩɨ x : 
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2cos 2

ctg
3sin 3

t
x

t

y t
y t

x t

′
′ = = = −

′ −
. ɇɚɣɞɟɦ ɡɧɚɱɟɧɢɹ t , ɩɪɢ ɤɨɬɨɪɵɯ 0xy′ = . ɇɚ ɩɪɨɦɟ-

ɠɭɬɤɟ [ ]0,2π  ɬɚɤɢɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ɛɭɞɟɬ ɞɜɚ: 1
2

t
π

=  ɢ 2

3

2
t

π
= . ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɧɚ 

ɤɪɢɜɨɣ ɛɭɞɟɬ ɞɜɟ ɢɫɤɨɦɵɟ ɬɨɱɤɢ ( )1 0,2M  ɢ ( )2 0, 2M − . ƀ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. ɍɪɚɜɧɟɧɢɹ [ ]3cos , 2sin , 0,2x t y t t π= = ∈  ɡɚɞɚɸɬ ɞɜɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 

( )y y x= : ɩɟɪɜɚɹ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɟɬ [ ]0,t π∈  ɢ ɜɬɨɪɚɹ - [ ],2t π π∈ . ɇɚ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡ 
ɷɬɢɯ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɨɜ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )x t  ɦɨɧɨɬɨɧɧɚ ɢ, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɢɦɟɟɬ ɨɛɪɚɬ-

ɧɭɸ. Ɍɨɝɞɚ ɬɟɨɪɟɦɚ 4.2.4 ɩɪɢɦɟɧɢɦɚ. 

§3 ɉɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɵ ɜɵɫɲɢɯ ɩɨɪɹɞɤɨɜ 

 
3.1. ɉɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɜɵɫɲɢɯ ɩɨɪɹɞɤɨɜ 

ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a b  ɬɚɤ, ɱɬɨ ɜ 

ɤɚɠɞɨɣ ɬɨɱɤɟ ɷɬɨɝɨ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ( )f x′ . Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚ-
ɡɨɦ, ɷɬɚ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɫɚɦɚ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɮɭɧɤɰɢɟɣ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ x . ȿɫɥɢ ɷɬɚ ɮɭɧɤɰɢɹ 

ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ ( )0 ,x a b∈ , ɬɨ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɜɬɨ-

ɪɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ  (ɢɥɢ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɜɬɨɪɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ) ɨɬ ɞɚɧɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ 

ɬɨɱɤɟ 0x  ɢ ɨɛɨɡɧɚɱɚɬɶ ɨɞɧɢɦ ɢɡ ɫɥɟɞɭɸɳɢɯ ɫɩɨɫɨɛɨɜ: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

20
0 0 02

, , , xx

d f x
f x f x f x

dx
′′ ′′ . 

Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ( ) ( ) ( )0 0
0

0
lim
x

f x x f x
f x

x∆ →

′ ′+ ∆ −
′′ =

∆
. 

ȼɵɜɟɞɟɦ ɮɨɪɦɭɥɭ ɞɥɹ ɜɬɨɪɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɡɚɞɚɧɧɨɣ ɩɚɪɚɦɟɬ-
ɪɢɱɟɫɤɢ. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )x x t=  ɢ ( )y y t=  ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɸɬ ɭɫɥɨɜɢɹɦ ɬɟɨɪɟɦɵ 

4.2.4  ɬɚɤ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ ɢɡ ɧɟɤɨɬɨɪɨɝɨ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ ɫɭɳɟɫɬ-
ɜɭɟɬ xy′ . Ⱦɨɩɭɫɬɢɦ ɬɚɤɠɟ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ 0t  ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ttx′′  ɢ tty′′ . 

Ɍɨɝɞɚ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0t  ɮɭɧɤɰɢɢ ( )x x t=  ɢ 
( )
( ) ( )t

x
t

y t
y t

x t
ϕ

′
′ = =

′
 

ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɦ ɡɚɞɚɧɢɟɦ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )( )xy t x′ , ɤɨɬɨɪɚɹ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɨ-

ɢɡɜɨɞɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )( )y t x  ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ x . ɉɨ ɩɪɚɜɢɥɭ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨɜɚɧɢɹ 

ɬɚɤɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɨɥɭɱɢɦ  

( )( )( ) ( )
( )

2

3

tt t t ttt

t tt t tt t t tt
xx

x
t t t t

y x y xy

x x y x y x
y t x

x x x x

ϕϕ

′ ′′ ′ ′ ′′−⎛ ⎞′
⎜ ⎟′ ′′ ′′ ′ ′ ′′−⎝ ⎠′′′ = = = = =

′ ′ ′ ′
. 
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Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɦɨɠɧɨ ɜɜɟɫɬɢ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɨɬ ɜɬɨɪɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ, ɤɨɬɨ-

ɪɭɸ ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɬɪɟɬɶɟɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɢ ɨɛɨɡɧɚɱɚɬɶ 
( ) ( )3

f x , ɱɟɬɜɟɪɬɭɸ ɢ 

ɬ.ɞ. 

ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a b  ɢ ɢɦɟɟɬ ɬɚɦ ɩɪɨ-

ɢɡɜɨɞɧɵɟ ( ) ( ) ( ) ( )1
, ,...,

n
f x f x f x

−′ ′′  ɞɨ ( )1n − - ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ ɜɤɥɸɱɢɬɟɥɶɧɨ. ȿɫɥɢ ɜ 

ɬɨɱɤɟ ( )0 ,x a b∈  ɮɭɧɤɰɢɹ 
( ) ( )1n

f x
−

 ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ, ɬɨ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɧɚ-
ɡɵɜɚɸɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ n-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ ɨɬ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢ ɨɛɨɡɧɚɱɚɸɬ 

( ) ( )0
n

f x  ɢɥɢ 
( )0

n

n

d f x

dx
.  

Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ,   
( ) ( ) ( ) ( )( ) 0

1
0 |

n n
x xf x f x

−
=

′
= . 

Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x  ɢɦɟɸɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ n-ɝɨ ɩɨ-

ɪɹɞɤɚ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɬɨɱɤɟ, ɬɨ ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

n n n
C f x C g x C f x C g x+ = + .  

ɉɪɢɜɟɞɟɦ ɮɨɪɦɭɥɵ ɞɥɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɯ n-ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ ɧɟɤɨɬɨɪɵɯ ɨɫɧɨɜɧɵɯ 

ɮɭɧɤɰɢɣ: 

1. ( )( )
( ) ( )1 ... 1

n
nx n xα αα α α −= ⋅ − − + . 

ȼ ɱɚɫɬɧɨɫɬɢ, ɟɫɥɢ mα = ∈` , ɬɨ ( )( )
( ) ( )1 ... 1 , ,

!, ,

0, .

n m

n
m

m m m n x n m

x m n m

n m

−⎧ − − + <
⎪

= =⎨
⎪ >⎩

 

2. ( )( )n
x xe e= . 

3. ( )( )( ) ( ) ( )
( )

1
1 1 !

ln

n
n

n

n
a x

a x

−− −
+ =

+
. 

► Чɬɨɛɵ ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɷɬɭ ɮɨɪɦɭɥɭ, ɜɨɡɶɦɟɦ ɩɟɪɜɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɨɬ ɥɨɝɚ-

ɪɢɮɦɚ ( )( ) ( ) 11
ln a x a x

a x

−′+ = = +
+

, ɚ ɡɚɬɟɦ ɞɨɤɚɠɟɦ ɞɚɧɧɭɸ ɮɨɪɦɭɥɭ ɫ ɩɨ-

ɦɨɳɶɸ ɦɟɬɨɞɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɢɧɞɭɤɰɢɢ. ◄ 

4. ( )( )
sin sin

2

n n
x x

π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     ( )( )
cos cos

2

n n
x x

π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Эɬɢ ɮɨɪɦɭɥɵ ɞɨɤɚɡɵɜɚɸɬɫɹ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɦɟɬɨɞɚ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɢɧɞɭɤ-

ɰɢɢ. 
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Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.3.1. (Ɏɨɪɦɭɥɚ Ʌɟɣɛɧɢɰɚ) 

ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )u x  ɢ ( )v x  ɢɦɟɸɬ ɜ ɬɨɱɤɟ x  ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ n -ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ. 

Ɍɨɝɞɚ ɢɯ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɟ ɬɨɠɟ ɢɦɟɟɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ n -ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ, ɩɪɢɱɟɦ 

( )( ) ( ) ( )

0

n
n k n kk

n

k

u v C u v
−

=

⋅ =∑ . 

 

 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

1. Ɂɞɟɫɶ k
nC  - ɛɢɧɨɦɢɚɥɶɧɵɟ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ. 

2. ɉɨɞ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɧɭɥɟɜɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ ɛɭɞɟɦ ɩɨɧɢɦɚɬɶ ɫɚɦɭ ɮɭɧɤɰɢɸ, ɬ.ɟ. 
( ) ( ) ( )0

u x u x=  ɢ ( ) ( ) ( )0
v x v x= . 

►ȼɨɫɩɨɥɶɡɭɟɦɫɹ ɦɟɬɨɞɨɦ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɟɫɤɨɣ ɢɧɞɭɤɰɢɢ. 

ɉɪɢ 1n =  ɛɢɧɨɦɢɚɥɶɧɵɟ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ 0 1
1 1 1C C= =  ɢ ɮɨɪɦɭɥɚ Ʌɟɣɛɧɢɰɚ 

ɞɚɟɬ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( )uv uv u v′ ′ ′= + , ɤɨɬɨɪɨɟ ɫɨɜɩɚɞɚɟɬ ɫ ɩɪɚɜɢɥɨɦ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɨ-

ɜɚɧɢɹ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ. 

Ⱦɨɩɭɫɬɢɦ, ɱɬɨ ɮɨɪɦɭɥɚ ɜɟɪɧɚ ɞɥɹ n m= , ɬ.ɟ. 

( )( ) ( ) ( ) ( )10 1 ...
m m m mm

m m muv C uv C u v C u v
−′= + + + . 

Ⱦɨɤɚɠɟɦ, ɱɬɨ ɮɨɪɦɭɥɚ ɛɭɞɟɬ ɜɟɪɧɚ ɞɥɹ 1n m= + . 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 10 1

1 1 10 0 1 1

1 10 0 1 1

...

...

...

m m m m mm
m m m

m m m m m mm m
m m m m m m

m m m mm m m
m m m m m m

uv uv C uv C u v C u v

C u v C uv C u v C u v C u v C u v

C uv C C u v C C u v C u v

+ −

+ − +

+ +−

′ ′′= = + + + =

′ ′′ ′ ′= + + + + + + =

′ ′= + + + + + + =

 

( ) ( ) ( ) ( )1 10 1 1
1 1 1 1... .

m m m mm m
m m m mC uv C u v C u v C u v

+ ++
+ + + +′ ′= + + + +  ◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. Ⱦɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɨ ɜɵɜɨɞɭ ɮɨɪɦɭɥɵ ɛɢɧɨɦɚ ɇɶɸɬɨɧɚ ɢ 

ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɬ ɫɜɨɣɫɬɜɚ ɛɢɧɨɦɢɚɥɶɧɵɯ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɜ. 
 
3.2. Ⱦɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɵ ɜɵɫɲɢɯ ɩɨɪɹɞɤɨɜ 

ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ 
( ),a b . ȿɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥ ( )df f x dx′= , ɤɨɬɨɪɵɣ ɦɵ ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɩɟɪɜɵɦ 

ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɨɦ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬ ɞɜɭɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ x  ɢ dx x= ∆ . Ɂɚɮɢɤɫɢ-

ɪɭɟɦ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ dx , ɬɨɝɞɚ ɩɟɪɜɵɣ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥ ɦɨɠɧɨ ɪɚɫɫɦɚɬ-
ɪɢɜɚɬɶ ɤɚɤ ɮɭɧɤɰɢɸ ɨɬ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ x . ȿɫɥɢ ɷɬɚ ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɩɨ 

x , ɬɨ ɦɨɠɧɨ ɝɨɜɨɪɢɬɶ ɨ ɜɟɥɢɱɢɧɟ ( ) ( ) ( )( ) ( )( )22d f x d df f x dx dx f x dx′′ ′′= = = , 

ɤɨɬɨɪɭɸ ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɜɬɨɪɵɦ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɨɦ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢɥɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧ-

ɰɢɚɥɨɦ ɜɬɨɪɨɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ. Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɜɬɨɪɨɣ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ, ɟɫɥɢ 

ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɜɬɨɪɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ. 
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ɉɪɢɧɹɬɨ ɡɚɩɢɫɵɜɚɬɶ ( )2 2dx dx= , ɩɨɷɬɨɦɭ ɞɥɹ ɜɬɨɪɨɝɨ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɚ 

ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ( )2 2d f f x dx′′= . 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɩɨɥɨɠɢɦ ( )1n nd f d d f−= . Ɍɨɝɞɚ ɦɟɬɨɞɨɦ ɢɧɞɭɤɰɢɢ ɥɟɝɤɨ 

ɩɨɥɭɱɢɬɶ 
( ) ( )nn nd f f x dx= , ɝɞɟ ( )nndx dx= . 

Ⱦɚɧɧɵɟ ɮɨɪɦɭɥɵ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɵ ɬɨɥɶɤɨ ɬɨɝɞɚ, ɤɨɝɞɚ ɩɟɪɟɦɟɧɧɚɹ x  ɹɜɥɹɟɬ-
ɫɹ ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɨɣ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ. ȿɫɥɢ ɩɟɪɟɦɟɧɧɚɹ x  ɫɚɦɚ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɮɭɧɤɰɢɟɣ, ɬɨ 

ɜɟɥɢɱɢɧɚ dx  ɛɭɞɟɬ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɨɦ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɢ ɟɟ ɧɟɥɶɡɹ ɫɱɢɬɚɬɶ ɤɨɧ-

ɫɬɚɧɬɨɣ. ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ,  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2d f d df d f x dx d f x dx f x d x f x dx f x d x′ ′ ′ ′′ ′= = = ⋅ + = + . 

ɉɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɸ ɫ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɨɦ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɝɞɟ x  ɛɵɥɚ ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɨɣ ɩɟ-
ɪɟɦɟɧɧɨɣ, ɡɞɟɫɶ ɩɨɹɜɢɥɨɫɶ ɫɥɚɝɚɟɦɨɟ ( ) 2f x d x′ , ɜ ɤɨɬɨɪɨɦ 2d x  - ɜɬɨɪɨɣ ɞɢɮ-

ɮɟɪɟɧɰɢɚɥ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )x x t= , ɬ.ɟ. ɪɚɜɟɧ ( )2 2d x x t dt′′=  ɢ ɨɛɪɚɳɚɟɬɫɹ ɜ ɧɭɥɶ 

ɬɨɥɶɤɨ ɤɨɝɞɚ ( )x t at b= +  (ɛɭɞɟɬ ɞɨɤɚɡɚɧɨ ɜ ɫɥɟɞɫɬɜɢɢ 3 ɢɡ ɬɟɨɪɟɦɵ 4.4.3 (Ʌɚ-

ɝɪɚɧɠɚ)). Эɬɨ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɮɨɪɦɚ ɜɬɨɪɨɝɨ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɚ ( )2 2d f f x dx′′=  ɫɨ-

ɯɪɚɧɹɟɬɫɹ ɞɥɹ ɫɥɭɱɚɹ ɡɚɜɢɫɢɦɨɣ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ, ɬɨɥɶɤɨ ɟɫɥɢ x at b= + . 

 

§4 ɋɜɨɣɫɬɜɚ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ 

 
4.1. Эɤɫɬɪɟɦɭɦɵ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.4.1. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ 

ɟɟ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ( )0U x , ɩɪɢɱɟɦ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ( )0x U x∈  ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɧɟɪɚ-

ɜɟɧɫɬɜɨ ( ) ( )0f x f x≥ . Ɍɨɝɞɚ ɬɨɱɤɭ 0x  ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɬɨɱɤɨɣ ɦɚɤɫɢɦɭɦɚ 

ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɟɟ 
ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ( )0U x   ɢ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ( )0x U x∈  ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ 

( ) ( )0f x f x≤ , ɬɨ ɬɨɱɤɭ 0x  ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɬɨɱɤɨɣ ɦɢɧɢɦɭɦɚ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

Ɍɨɱɤɢ ɦɚɤɫɢɦɭɦɚ ɢ ɦɢɧɢɦɭɦɚ ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɬɨɱɤɚɦɢ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. ȿɫɥɢ ɜ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ( )0

o

U x  ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɨɞɧɨ ɢɡ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜ 
( ) ( )0f x f x>  ɢɥɢ ( ) ( )0f x f x< , ɬɨ ɛɭɞɟɦ ɝɨɜɨɪɢɬɶ, ɱɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɮɭɧɤɰɢɹ 

ɢɦɟɟɬ ɫɬɪɨɝɢɣ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɢɥɢ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧ-

ɧɨ, ɦɢɧɢɦɭɦ. 

 ɇɚ ɪɢɫɭɧɤɟ ɫɩɪɚɜɚ ɬɨɱɤɢ 1x , 3x  ɹɜɥɹɸɬɫɹ 

ɬɨɱɤɚɦɢ ɫɬɪɨɝɨɝɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦɚ,  ɚ ɬɨɱɤɚ 2x  - ɫɬɪɨ-

ɝɨɝɨ ɦɢɧɢɦɭɦɚ. 
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4.2. Ɍɟɨɪɟɦɚ Ɏɟɪɦɚ 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.4.1 (Ɏɟɪɦɚ).  ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɨɤɪɟɫɬ-

ɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0x , ɢɦɟɟɬ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɧɟɣ. Ɍɨ-

ɝɞɚ ( )0 0f x′ = . 

► ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɜ ( )0U x  ɢ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢɦɟɟɬ ɦɚɤɫɢ-

ɦɭɦ, ɬ.ɟ. ɞɥɹ ɜɫɟɯ ( )0x U x∈  ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( ) ( )0f x f x≥ . Ɍɨɝɞɚ, ɟɫ-
ɥɢ ( )0 0,x x U x∈  ɬɚɤɢɟ, ɱɬɨ 0x x< , ɬɨ ɛɭɞɟɬ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɨ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ 

( ) ( )0

0

0
f x f x

x x

−
≥

−
, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, 

( ) ( )
0

0

0
0

lim 0
x x

f x f x

x x→ −

−
≥

−
, ɚ ɬɚɤ ɤɚɤ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  

ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɤɨɧɟɱɧɚɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ, ɬɨ ( ) ( ) ( )
0

0
0

0
0

lim 0
x x

f x f x
f x

x x→ −

−
′ = ≥

−
. 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɟɫɥɢ ɜɡɹɬɶ ( )0 0,x x U x∈  ɬɚɤɢɟ, ɱɬɨ 0x x> , ɬɨ ɛɭɞɟɬ ɜɵɩɨɥɧɟ-

ɧɨ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ 
( ) ( )0

0

0
f x f x

x x

−
≤

−
 ɢ, ɩɟɪɟɯɨɞɹ 

ɤ ɩɪɟɞɟɥɭ ɩɪɢ 0 0x x→ + , ɩɨɥɭɱɢɦ 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0
0

lim 0
x x

f x f x
f x

x x→ +

−
′ = ≤

−
. 

ɇɟɪɚɜɟɧɫɬɜɚ ( )0 0f x′ ≥  ɢ ( )0 0f x′ ≤  ɨɡ-
ɧɚɱɚɸɬ, ɱɬɨ ( )0 0f x′ = .  

ȼ ɫɥɭɱɚɟ ɦɢɧɢɦɭɦɚ ɞɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɚɧɚ-
ɥɨɝɢɱɧɨ. ◄ 

 
4.3. Ɍɟɨɪɟɦɚ Ɋɨɥɥɹ 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.4.2 (Ɋɨɥɥя). ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  

a) ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɧɚ ɨɬɪɟɡɤɟ [ ],a b ; 

ɛ) ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b ; 

ɜ) ɩɪɢɧɢɦɚɟɬ ɪɚɜɧɵɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɧɚ ɤɨɧɰɚɯ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ, ɬ.ɟ. ( ) ( )f a f b= . 

Ɍɨɝɞɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b  ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɯɨɬɹ ɛɵ ɨɞɧɚ ɬɨɱɤɚ c  ɬɚɤɚɹ, ɱɬɨ 

( ) 0f c′ = . 

►ɉɨ ɜɬɨɪɨɣ ɬɟɨɪɟɦɟ ȼɟɣɟɪɲɬɪɚɫɫɚ (ɬɟɨɪɟɦɚ 4.4.5) ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚɹ 

ɧɚ ɡɚɦɤɧɭɬɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ɞɨɫɬɢɝɚɟɬ ɧɚ ɷɬɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ɫɜɨɟɝɨ ɧɚɢɛɨɥɶɲɟɝɨ ɢ 

ɧɚɢɦɟɧɶɲɟɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɣ. Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ ɢɯ ɱɟɪɟɡ M  ɢ m , ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɟɧɧɨ. ȼɨɡɦɨɠ-

ɧɵ ɞɜɚ ɫɥɭɱɚɹ: 

1) M m= . Ɍɨɝɞɚ ( )f x const=  ɢ ( ) 0f x′ =  ɜ ɥɸɛɨɣ ɬɨɱɤɟ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ ( ),a b .  

2) M m≠ . Ɍɨɝɞɚ, ɬɚɤ ɤɚɤ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɤɨɧɰɚɯ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ ɫɨɜɩɚɞɚɸɬ, 
ɬɨ ɩɨ ɤɪɚɣɧɟɣ ɦɟɪɟ, ɨɞɧɨ ɢɡ ɷɬɢɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ɮɭɧɤɰɢɹ ɩɪɢɧɢɦɚɟɬ ɜɨ ɜɧɭɬɪɟɧɧɟɣ 
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ɬɨɱɤɟ ɨɬɪɟɡɤɚ [ ],a b . Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ ɷɬɭ ɬɨɱɤɭ ɱɟɪɟɡ c . Ɍɨɝɞɚ ɷɬɚ ɬɨɱɤɚ ɹɜɥɹɟɬɫɹ 

ɬɨɱɤɨɣ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɚ ɢ ɩɨ ɬɟɨɪɟɦɟ Ɏɟɪɦɚ ( ) 0f c′ = . ◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

1. Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢ ɷɬɚ ɬɟɨɪɟɦɚ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, 

ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɧɚ ɨɬɪɟɡɤɟ, 
ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ɢ ɩɪɢɧɢɦɚɟɬ 

ɪɚɜɧɵɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɧɚ ɤɨɧɰɚɯ ɷɬɨɝɨ ɨɬɪɟɡɤɚ, ɬɨ 

ɧɚ ɝɪɚɮɢɤɟ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚɣɞɟɬɫɹ ɩɨ ɤɪɚɣ-

ɧɟɣ ɦɟɪɟ ɨɞɧɚ ɬɨɱɤɚ, ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ 
ɛɭɞɟɬ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɚ ɨɫɢ ɚɛɫɰɢɫɫ. 
2. ȼɫɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɬɟɨɪɟɦɵ ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɵ. ɉɪɢ-

ɦɟɪɵ ɩɨɤɚɡɵɜɚɸɬ, ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ɭɛɪɚɬɶ ɨɞɧɨ ɢɡ ɭɫɥɨɜɢɣ, ɬɨ ɦɨɠɟɬ ɧɟ ɫɭɳɟɫɬɜɨ-

ɜɚɬɶ ɬɨɱɤɢ, ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ ( ) 0f x′ = . ɇɟɤɨɬɨɪɵɟ ɢɡ ɬɚɤɢɯ ɫɢɬɭɚɰɢɣɢɡɨɛɪɚɠɟɧɵ 

ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɚɯ: 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

3. ȿɫɥɢ ( ) ( ) 0f a f b= = , ɬɨ ɬɟɨɪɟɦɭ ɦɨɠɧɨ ɫɮɨɪɦɭɥɢɪɨɜɚɬɶ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚ-

ɡɨɦ: ɦɟɠɞɭ ɞɜɭɦɹ ɧɭɥɹɦɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɥɟɠɢɬ, ɩɨ ɤɪɚɣɧɟɣ ɦɟ-
ɪɟ, ɨɞɢɧ ɧɭɥɶ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

4. Ɍɟɨɪɟɦɚ ɨɫɬɚɟɬɫɹ ɜɟɪɧɨɣ, ɟɫɥɢ ɩɪɟɞɩɨɥɨɠɢɬɶ, ɱɬɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɬɨɱɤɢ, ɜ 
ɤɨɬɨɪɵɯ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɩɪɢɧɢɦɚɟɬ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɟ ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɝɨ ɡɧɚɤɚ. 
 
4.4. Ɍɟɨɪɟɦɚ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.4.3 (Ʌɚɝɪɚɧɠɚ). ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  

ɚ) ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɧɚ ɨɬɪɟɡɤɟ [ ],a b ; 

ɛ) ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b . 

Ɍɨɝɞɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b  ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ, ɩɨ ɤɪɚɣɧɟɣ ɦɟɪɟ, ɨɞɧɚ ɬɨɱɤɚ c , ɜ ɤɨɬɨ-

ɪɨɣ ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a

−
′ =

−
. 

► Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɮɭɧɤɰɢɸ ( ) ( )x f x xϕ λ= − . Эɬɚ ɮɭɧɤɰɢɹ ɛɭɞɟɬ ɧɟɩɪɟɪɵɜ-

ɧɚ ɧɚ ɨɬɪɟɡɤɟ [ ],a b  ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b . Ʉɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ λ  
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ɜɵɛɟɪɟɦ ɬɚɤ, ɱɬɨɛɵ ( ) ( )a bϕ ϕ= . Ⱦɥɹ ɷɬɨɝɨ ɞɨɥɠɧɨ ɛɵɬɶ ( ) ( )f a a f b bλ λ− = − , 

ɬ.ɟ. ( ) ( )f b f a

b a
λ

−
=

−
.  

Ɍɨɝɞɚ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )xϕ  ɛɭɞɟɬ ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɬɶ ɭɫɥɨɜɢɹɦ ɬɟɨɪɟɦɵ Ɋɨɥɥɹ  (ɬɟɨ-

ɪɟɦɚ 4.4.2) ɢ ɛɭɞɟɬ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɬɶ ɬɨɱɤɚ c , ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ ( ) 0cϕ′ = . Ɍɚɤ ɤɚɤ 

( ) ( )x f xϕ λ′ ′= − , ɬɨ ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
λ

−
′ = =

−
. 

◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

1. Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɝɪɚɮɢɤ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɨ ɤɨɬɨɪɨɣ 

ɝɨɜɨɪɢɬɫɹ ɜ ɬɟɨɪɟɦɟ. ɉɪɨɜɟɞɟɦ ɨɬɪɟɡɨɤ, ɫɨ-

ɟɞɢɧɹɸɳɢɣ ɤɨɧɰɵ ɷɬɨɝɨ ɝɪɚɮɢɤɚ – ɬɨɱɤɢ 

( )( ),A a f a  ɢ ( )( ),B b f b . Ɍɨɝɞɚ ɱɚɫɬɧɨɟ 

( ) ( )f b f a

b a

−
−

 ɪɚɜɧɨ ɬɚɧɝɟɧɫɭ ɭɝɥɚ ɧɚɤɥɨɧɚ ɷɬɨɝɨ ɨɬɪɟɡɤɚ, ɚ ( )f c′  ɟɫɬɶ ɬɚɧɝɟɧɫ 

ɭɝɥɚ ɧɚɤɥɨɧɚ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ ɤ ɝɪɚɮɢɤɭ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɩɪɨɜɟɞɟɧɧɨɣ ɜ ɬɨɱɤɟ ( )( ),M c f c . 

Ƚɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɣ ɫɦɵɫɥ ɬɟɨɪɟɦɵ ɫɨɫɬɨɢɬ ɜ ɬɨɦ, ɱɬɨ ɧɚ ɝɪɚɮɢɤɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɫɭ-
ɳɟɫɬɜɭɟɬ ɯɨɬɹ ɛɵ ɨɞɧɚ ɬɨɱɤɚ, ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ ɤ ɝɪɚɮɢɤɭ ɮɭɧɤɰɢɢ ɛɭ-
ɞɟɬ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɚ ɯɨɪɞɟ Ⱥȼ. 

2. Ɂɚɤɥɸɱɟɧɢɟ ɬɟɨɪɟɦɵ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ ɢɧɨɝɞɚ ɡɚɩɢɫɵɜɚɸɬ ɜ ɞɪɭɝɨɦ ɜɢɞɟ. ɍɦɧɨ-

ɠɢɦ ɨɛɟ ɱɚɫɬɢ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚ ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a

−
′ =

−
 ɧɚ ɡɧɚɦɟɧɚɬɟɥɶ. ɉɨɥɭɱɢɦ 

( ) ( ) ( )( )f b f a f c b a′− = − . Ⱦɚɥɟɟ ɜɜɟɞɟɦ ɜɟɥɢɱɢɧɭ c a

b a
θ −
=

−
. Ɍɚɤ ɤɚɤ a c b< < , 

ɬɨ 0 1θ< < . Ɍɨɝɞɚ ( ), 0 1c a b aθ θ= + − < <  ɢ ɡɚɤɥɸɱɟɧɢɟ ɬɟɨɪɟɦɵ ɩɪɢɦɟɬ ɜɢɞ 

( ) ( ) ( )( )( )f b f a f a b a b aθ′− = + − − . 

Эɬɭ ɮɨɪɦɭɥɭ ɩɪɢɧɹɬɨ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɮɨɪɦɭɥɨɣ ɤɨɧɟɱɧɵɯ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɣ. ȿɫɥɢ 

ɩɨɥɨɠɢɬɶ ,a x b x x= = + ∆ , ɬɨ ɮɨɪɦɭɥɚ ɤɨɧɟɱɧɵɯ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɣ ɩɪɢɦɟɬ ɜɢɞ 

( ) ( ) ( ) , 0 1f x x f x f x x xθ θ′+ ∆ − = + ∆ ∆ < < . 

ɋɥɟɞɫɬɜɢɟ 1. ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b  ɢ ɜɨ 

ɜɫɟɯ ɬɨɱɤɚɯ ɷɬɨɝɨ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ ( ) 0f x′ = , ɬɨ ( ) ( ), ,f x const x a b= ∈ . 

► ȼɨɡɶɦɟɦ ɬɨɱɤɢ ( )0 , ,x x a b∈  ɢ ɩɨɥɨɠɢɦ 0x x x∆ = − , ɬ.ɟ. 0x x x= + ∆ . Ɍɨ-

ɝɞɚ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ ɤɨɧɟɱɧɵɯ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɣ ɩɨɥɭɱɢɦ 

( ) ( ) ( )0 0 0 , 0 1f x x f x f x x xθ θ′+ ∆ − = + ∆ ∆ < < , ɨɬɤɭɞɚ ( ) ( )0 0 0f x x f x+ ∆ − = . 

Эɬɨ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɥɸɛɨɝɨ ( ),x a b∈  ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ 

( ) ( )0f x f x const= = . ◄ 
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ɋɥɟɞɫɬɜɢɟ 2. ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɵ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ 
( ),a b  ɢ ɜɨ ɜɫɟɯ ɬɨɱɤɚɯ ɷɬɨɝɨ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ ( ) ( )f x g x′ ′= , ɬɨ ( ) ( )f x g x C= + . 

► Ⱦɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɫɥɟɞɭɟɬ ɢɡ ɩɟɪɜɨɝɨ ɫɥɟɞɫɬɜɢɹ, ɟɫɥɢ ɟɝɨ ɩɪɢɦɟɧɢɬɶ ɤ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ( ) ( )f x g x− . ◄ 

ɋɥɟɞɫɬɜɢɟ 3. ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɧɚ ɨɬɪɟɡɤɟ [ ],a b , ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢ-

ɪɭɟɦɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b  ɢ ɜɨ ɜɫɟɯ ɬɨɱɤɚɯ ɷɬɨɝɨ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ ( )f x k′ = , ɝɞɟ k  - 

ɤɨɧɫɬɚɧɬɚ, ɬɨ ( ) [ ], ,f x kx d x a b= + ∈ . 

► ɉɭɫɬɶ ( ),x a b∈ . Ɍɨɝɞɚ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ ɤɨɧɟɱɧɵɯ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɣ ɩɨɥɭɱɢɦ 

( ) ( ) ( )f x f a k x a− = − . Ɉɬɫɸɞɚ ( )f x kx d= + , ɝɞɟ ( )d f a ka= − . ◄ 

Ɉɬɫɸɞɚ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ( ) ( )0, ,f x x a b′′ = ∈ , ɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɥɢɧɟɣɧɚɹ: 

( )f x kx d= + . 

ɋɥɟɞɫɬɜɢɟ 4. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b  ɢ ɞɢɮɮɟ-
ɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɤɚɠɞɨɣ ɬɨɱɤɟ ɷɬɨɝɨ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ ɡɚ ɢɫɤɥɸɱɟɧɢɟɦ, ɛɵɬɶ ɦɨɠɟɬ, 

ɬɨɱɤɢ ( )0 ,x a b∈ . Ɍɨɝɞɚ, ɟɫɥɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɤɨɧɟɱɧɵɣ ɢɥɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɣ 

( )
0 0

lim
x x

f x A
→ −

′ = , ɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɥɟɜɨɫɬɨɪɨɧɧɹɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ 

( )0f x A−′ = . Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɟɫɥɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ( )
0 0

lim
x x

f x B
→ +

′ = , ɬɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɩɪɚ-

ɜɨɫɬɨɪɨɧɧɹɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ( )0f x B+′ = . 

► ȼɨɡɶɦɟɦ 0a x x< <  ɢ ɩɪɢɦɟɧɢɦ ɬɟɨɪɟɦɭ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ ɤ ɞɚɧɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ 

ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ ]0,x x : 
( ) ( ) ( )( )0

0 0
0

f x f x
f x x x

x x
θ

−
′= + −

−
. ȿɫɥɢ 0x x→ , ɬɨ ɫɭɳɟ-

ɫɬɜɭɟɬ ( )( )
0

0 0
0

lim
x x

f x x x Aθ
→ −

′ + − = . ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɢ 

( ) ( )
0

0

0
0

lim
x x

f x f x

x x→ −

−
−

, ɤɨɬɨɪɵɣ ɫ ɨɞɧɨɣ ɫɬɨɪɨɧɵ ɪɚɜɟɧ ɥɟɜɨɫɬɨɪɨɧɧɟɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞ-

ɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x , ɫ ɞɪɭɝɨɣ ɫɬɨɪɨɧɵ ɪɚɜɟɧ ɱɢɫɥɭ A .  Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, 

( ) ( )
0

0
0

lim
x x

f x f x−
→ −

′ ′= . 

ȼɬɨɪɚɹ ɱɚɫɬɶ ɫɥɟɞɫɬɜɢɹ ɞɨɤɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɨ. ◄ 

Ɉɬɫɸɞɚ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢɦɟɟɬ ɤɨɧɟɱɧɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞ-

ɧɭɸ ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x f x− +′ ′ ′= =  ɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɩɪɟɞɟɥɵ ( )
0 0

lim
x x

f x
→ −

′  ɢ ( )
0 0

lim
x x

f x
→ +

′ , 

ɬɨ ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( ) ( ) ( )
0 0

0
0 0

lim lim
x x x x

f x f x f x
→ − → +

′ ′ ′= = , ɤɨɬɨɪɨɟ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, 

ɱɬɨ ( )f x′  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x . ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ, ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢ-

ɪɭɟɦɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ, ɬɨ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɧɟ ɦɨɠɟɬ ɢɦɟɬɶ ɧɚ ɷɬɨɦ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ 
ɬɨɱɟɤ ɪɚɡɪɵɜɚ ɩɟɪɜɨɝɨ ɪɨɞɚ. 
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ɍɩɪɚɠɧɟɧɢɟ. Ⱦɨɤɚɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )
2 1

sin , 0,

0, 0

x x
f x x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢ-

ɪɭɟɦɚ ɜ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɧɭɥɹ, ɧɨ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɢɦɟɟɬ ɜ ɧɭɥɟ ɪɚɡ-
ɪɵɜ ɜɬɨɪɨɝɨ ɪɨɞɚ.  
ɋɥɟɞɫɬɜɢɟ 5. ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɵ ɩɪɢ 0x x≥  ɢ ɜɵ-

ɩɨɥɧɹɸɬɫɹ ɭɫɥɨɜɢɹ ( ) ( )0 0f x g x= , ( ) ( )f x g x′ ′>  ɩɪɢ 0x x> , ɬɨ ( ) ( )f x g x>  ɩɪɢ 

0x x> . 

► Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɮɭɧɤɰɢɸ ( ) ( ) ( )x f x g xϕ = − . ɉɨ ɭɫɥɨɜɢɸ ( )0 0xϕ =  ɢ 

( ) 0xϕ′ >  ɩɪɢ 0x x> . Ɍɨɝɞɚ ( ) ( ) ( ) ( )( )( )0 0 0 0 0x x x x x x x xϕ ϕ ϕ ϕ θ′= − = + − − >  

ɩɪɢ 0x x> . ◄ 

 

ɉɪɢɦɟɪ 1. Ⱦɨɤɚɡɚɬɶ, ɱɬɨ ( )ln 1 , 0x x x+ < > . 

ſ ɉɨɥɨɠɢɦ 0 0x = . Ɍɨɝɞɚ ( ) 0| 0xf x x == =  ɢ ( ) ( ) 0ln 1 | 0xg x x == + = . Ʉɪɨɦɟ 

ɬɨɝɨ, ( ) ( )1
1

1
f x g x

x
′ ′= > =

+
 ɩɪɢ 0x > , ɨɬɤɭɞɚ ɫɥɟɞɭɟɬ ɬɪɟɛɭɟɦɨɟ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ. 

ƀ 
 
4.5. Ɍɟɨɪɟɦɚ Ʉɨɲɢ 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.4.4 (Ʉɨɲɢ).  ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɵ ɧɚ ɨɬɪɟɡɤɟ 
[ ],a b  ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɵ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b , ɩɪɢɱɟɦ ( ) 0g x′ ≠  ɜɨ ɜɫɟɯ ɬɨɱɤɚɯ 
ɷɬɨɝɨ ɢɧɬɟɪɜɚɥɚ. Ɍɨɝɞɚ ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b  ɧɚɣɞɟɬɫɹ ɯɨɬɹ ɛɵ ɨɞɧɚ ɬɨɱɤɚ c , ɜ 

ɤɨɬɨɪɨɣ  
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c

g b g a g c

′−
=

′−
.  

► Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɮɭɧɤɰɢɸ ( ) ( ) ( )x f x g xϕ λ= − ⋅ , ɝɞɟ ɦɧɨɠɢɬɟɥɶ λ  ɜɵɛɟ-
ɪɟɦ ɬɚɤ, ɱɬɨɛɵ ( ) ( )a bϕ ϕ= , ɬ.ɟ. ( ) ( ) ( ) ( )f a g a f b g bλ λ− ⋅ = − ⋅ . Ɉɬɫɸɞɚ ɩɨɥɭ-

ɱɢɦ ( ) ( ) ( ) ( )( )f b f a g b g aλ− = − . ȿɫɥɢ ɛɵ ( ) ( )g b g a= , ɬɨ ɩɨ ɬɟɨɪɟɦɟ 4.4.2 

(Ɋɨɥɥɹ) ɧɚ ɢɧɬɟɪɜɚɥɟ ( ),a b  ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɥɚ ɛɵ ɬɨɱɤɚ ξ , ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ ( ) 0g ξ′ = , ɱɬɨ 

ɩɪɨɬɢɜɨɪɟɱɢɬ ɭɫɥɨɜɢɸ ɬɟɨɪɟɦɵ. Ɍɨɝɞɚ ( ) ( ) 0g b g a− ≠  ɢ 
( ) ( )
( ) ( )

f b f a

g b g a
λ

−
=

−
. 

Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɮɭɧɤɰɢɹ ( )xϕ  ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɟɬ ɜɫɟɦ ɭɫɥɨɜɢɹɦ ɬɟɨɪɟɦɵ 

Ɋɨɥɥɹ ɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɬɨɱɤɚ ( ),c a b∈ , ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ ( ) 0cϕ′ = . Ɍɚɤ ɤɚɤ 

( ) ( ) ( )x f x g xϕ λ′ ′ ′= − , ɬɨ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )f b f a

f c g c g c
g b g a

λ
−

′ ′ ′= = ⋅
−

. Ⱦɟɥɹ ɨɛɟ ɱɚɫɬɢ 

ɩɨɫɥɟɞɧɟɝɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚ ɧɚ ( )g c′ , ɩɨɥɭɱɢɦ 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c

g b g a g c

′−
=

′−
. ◄ 
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Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

1. ȼ ɬɟɨɪɟɦɚɯ Ɋɨɥɥɹ, Ʌɚɝɪɚɧɠɚ ɢ Ʉɨɲɢ ɪɟɱɶ ɢɞɟɬ ɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹɯ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɬɨɱɤɟ, ɤɨɬɨɪɚɹ ɥɟɠɢɬ ɜɧɭɬɪɢ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ. ɉɨɷɬɨɦɭ 
ɷɬɢ ɬɟɨɪɟɦɵ ɱɚɫɬɨ ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɬɟɨɪɟɦɚɦɢ ɨ ɫɪɟɞɧɟɦ. 

2. Ɍɟɨɪɟɦɚ Ɋɨɥɥɹ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɱɚɫɬɧɵɦ ɫɥɭɱɚɟɦ ɬɟɨɪɟɦɵ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ, ɚ ɬɟɨɪɟɦɚ 

Ʌɚɝɪɚɧɠɚ ɱɚɫɬɧɵɦ ɫɥɭɱɚɟɦ ɬɟɨɪɟɦɵ Ʉɨɲɢ. 

3. Эɬɢ ɬɪɢ ɬɟɨɪɟɦɵ ɱɚɫɬɨ ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɮɪɚɧɰɭɡɫɤɢɦɢ. 

§5 Ɏɨɪɦɭɥɚ Ɍɟɣɥɨɪɚ 

 
5.1. Ɇɧɨɝɨɱɥɟɧ Ɍɟɣɥɨɪɚ 

ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0x  ɢ ɜ 

ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɢɦɟɟɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ n -ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ. ɋɨɫɬɚɜɢɦ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )20 0 0

0 0 0 0...
1! 2! !

n
n

n

f x f x f x
P x f x x x x x x x

n

′ ′′
= + − + − + + − . 

Эɬɨɬ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɨɦ Тɟɣɥɨɪɚ n -ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ ɞɥɹ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɜ ɬɨɱɤɟ 0x . 

Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɟɬ ɭɫɥɨɜɢɹɦ: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , ....,
n n

n n nP x f x P x f x P x f x′ ′= = = , 

ɩɨɷɬɨɦɭ ɟɝɨ ɱɚɫɬɨ ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɨɦ ɧɚɢɥɭɱɲɟɝɨ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ 

ɜ ɬɨɱɤɟ 0x . 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.5.1. ȿɫɥɢ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ ɜɢɞɚ 

( ) ( ) ( ) ( )2

0 1 0 2 0 0...
n

n nP x a a x x a x x a x x= + − + − + + −  

 ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɟɬ ɭɫɥɨɜɢɹɦ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , ....,
n n

n n nP x f x P x f x P x f x′ ′= = = , 

 ɬɨ ɟɝɨ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ ɜɵɱɢɫɥɹɸɬɫɹ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɚɦ 
( ) ( )0 , 0,1,2,...,

!

k

k

f x
a k n

k
= = . 

► ɇɚɣɞɟɦ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɨɬ ɞɚɧɧɨɝɨ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɚ: 
( ) ( ) ( ) ( )2 1

1 2 0 3 0 02 3 ...
n

n nP x a a x x a x x na x x
−′ = + − + − + + − , 

( ) ( ) ( ) ( ) 2

2 3 0 02 3 2 ... 1
n

n nP x a a x x n n a x x
−′′ = + ⋅ − + + − − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0! 1 ... 2 ... 1 ... 1
n kk

n k k nP x k a k k a x x n n n k a x x
−

+= + + ⋅ ⋅ − + + − − + − , 

( ) ( ) !
n

n nP x n a= . 

Ɉɬɫɸɞɚ ɩɨɥɭɱɢɦ ( ) ( )0 0 0nP x f x a= = , ( ) ( )0 0 1nP x f x a′ ′= = , 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 !
k k

n kP x f x k a= = , 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 !
n n

n nP x f x n a= = , ɨɬɤɭɞɚ ɩɨɥɭɱɢɦ ɬɪɟɛɭɟ-
ɦɨɟ. ◄ 
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5.2. Ɏɨɪɦɭɥɚ Ɍɟɣɥɨɪɚ 

 

ɉɭɫɬɶ ( )nP x  - ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ Ɍɟɣɥɨɪɚ n  -ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ ɞɥɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɜ 

ɬɨɱɤɟ 0x . Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ ( ) ( ) ( )n nR x f x P x= − . Ɍɨɝɞɚ ɮɨɪɦɭɥɭ 

( ) ( ) ( )n nf x P x R x= +  

ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɮɨɪɦɭɥɨɣ Тɟɣɥɨɪɚ, ɚ ɜɟɥɢɱɢɧɭ ( )nR x  - ɨɫɬɚɬɨɱɧɵɦ ɱɥɟɧɨɦ 

ɷɬɨɣ ɮɨɪɦɭɥɵ. 

ɉɨɥɭɱɢɦ ɞɜɚ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɹ ɨɫɬɚɬɨɱɧɨɝɨ ɱɥɟɧɚ. 
 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.5.2. ɉɭɫɬɶ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ( )0U x  ɬɨɱɤɢ 0x  ɮɭɧɤɰɢɹ 
( )f x  ɢɦɟɟɬ ɜɫɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɞɨ ( )1n + -ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ ɜɤɥɸɱɢɬɟɥɶɧɨ. Ɍɨɝɞɚ ɞɥɹ 

ɜɫɹɤɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ( )0x U x∈  ɧɚɣɞɟɬɫɹ ɬɨɱɤɚ ξ , ɥɟɠɚɳɚɹ ɦɟɠɞɭ ɬɨɱɤɚɦɢ x  ɢ 

0x  ɬɚɤɚɹ, ɱɬɨ ( ) ( ) ( )n nf x P x R x= + , ɝɞɟ ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1

0
1 !

n
n

n

f
R x x x

n

ξ+
+= −

+
. 

► ȼ ɫɢɥɭ ɭɫɥɨɜɢɣ, ɫɜɹɡɵɜɚɸɳɢɯ ɮɭɧɤɰɢɸ ɫ ɟɟ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧɨɦ Ɍɟɣɥɨɪɚ, 
ɢɦɟɟɦ ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0... 0

n
n n nR x R x R x′= = = = . 

ȼɜɟɞɟɦ ɮɭɧɤɰɢɸ ( ) ( ) 1

0

n
g x x x

+= − , ɤɨɬɨɪɚɹ ɭɞɨɜɥɟɬɜɨɪɹɟɬ ɭɫɥɨɜɢɹɦ 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0... 0
n

g x g x g x′= = = = . 

Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɬɟɩɟɪɶ ɨɬɧɨɲɟɧɢɟ ( )
( )

nR x

g x
 ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ ]0 0,x x δ+ , ɝɞɟ 

( )0 0x U xδ+ ∈ . ɉɪɢɦɟɧɹɹ ɬɟɨɪɟɦɭ 4.4.4(Ʉɨɲɢ), ɩɨɥɭɱɢɦ 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 1

0 1

n nn nR x R xR x R

g x g x g x g

ξ
ξ

′−
= =

′−
, ɝɞɟ 0 1x xξ< < . ɉɪɨɢɡɜɨɞɹ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɵɟ ɜɵ-

ɤɥɚɞɤɢ ɫ ɱɚɫɬɧɵɦ 
( )
( )

1

1

nR

g

ξ
ξ

′
′

, ɩɨɥɭɱɢɦ 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1 01 2

1 1 0 2

n nn nR R xR R

g g g x g

ξξ ξ
ξ ξ ξ

′ ′′ ′′−
= =

′ ′ ′ ′′−
, ɝɞɟ 

0 2 1x ξ ξ< < . Ɍɚɤɢɦ ɠɟ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɩɪɢɦɟɧɹɹ ɞɚɥɟɟ ɬɟɨɪɟɦɭ Ʉɨɲɢ, ɩɨɥɭɱɢɦ 

 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1 2

1
1 2

...

n n
n nn n n n

n n
n

RR x R R R

g x g g g g

ξξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

+

+

′ ′′
= = = = =

′ ′′
, 

ɝɞɟ 0 2 1...nx xξ ξ ξ ξ< < < < < < . 

ɇɨ ( ) ( ) ( ) ( )1 1n n
nR x f x
+ +=  ɢ ( ) ( ) ( )1

1 !
n

g x n
+ = + , ɩɨɷɬɨɦɭ 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
1

1

n
n

n n

R
R x g x

g

ξ

ξ

+

+
= =

( ) ( )
( ) ( )

1
1

0
1 !

n
nf

x x
n

ξ+
+−

+
. 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɫɥɭɱɚɣ, ɤɨɝɞɚ [ ]0 0,x x xδ∈ − . ◄ 
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Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. Ɉɫɬɚɬɨɱɧɵɣ ɱɥɟɧ ɜɢɞɚ ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1

0
1 !

n
n

n

f
R x x x

n

ξ+
+= −

+
 ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɨɫ-

ɬɚɬɨɱɧɵɦ ɱɥɟɧɨɦ ɜ ɮɨɪɦɟ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.5.3. ɉɭɫɬɶ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
( ) ( )0
n

f x . Ɍɨɝɞɚ ɮɨɪɦɭɥɚ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɛɭɞɟɬ 

ɢɦɟɬɶ ɜɢɞ ( ) ( ) ( )( )0

n

nf x P x o x x= + −  ɩɪɢ 0x x→ . 

► ɉɪɢɦɟɧɹɹ ɬɟɨɪɟɦɭ 4.4.4 (Ʉɨɲɢ) ɤ ɮɭɧɤɰɢɹɦ ( )nR x  ɢ ( ) ( )0

n
g x x x= −  

ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ ]0 0,x x δ+ , ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɨ ɬɨɦɭ, ɤɚɤ ɷɬɨ ɛɵɥɨ ɫɞɟɥɚɧɨ ɜ ɬɟɨɪɟɦɟ 

4.5.2, ɩɨɥɭɱɢɦ 
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
1 0

1 0!

n n
n n nn

n

R R xR x

g x n x

ξ
ξ

− −
−

−

−
=

−
, ɝɞɟ 0 1 1...nx xξ ξ−< < < < . Ɉɬɫɸ-

ɞɚ ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
0 0

1 1
1 0

0
0 0

1 00

1
lim lim 0

! !

n n
nn n nn

nnx x x x
n

R R xR x
R x

n x nx x

ξ
ξ

− −
−

→ + → + −

−
= = =

−−
, ɬɚɤ ɤɚɤ 

1 0n xξ − →  ɩɪɢ 0x x→ . ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ( ) ( )( )0

n

nR x o x x= − . ◄ 

 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. Ɍɚɤɨɣ ɜɢɞ ɨɫɬɚɬɨɱɧɨɝɨ ɱɥɟɧɚ ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɨɫɬɚɬɨɱɧɵɦ ɱɥɟɧɨɦ ɜ 
ɮɨɪɦɟ Пɟɚɧɨ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.5.4. ɉɭɫɬɶ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
( ) ( )0
n

f x  ɢ ɩɪɢ 0x x→  ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɨ ɪɚɜɟɧɫɬ-

ɜɨ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

0 1 0 2 0 0 0...
n n

nf x a a x x a x x a x x o x x= + − + − + + − + − . Ɍɨɝɞɚ 

( ) ( )0 , 0,1,2,...,
!

k

k

f x
a k n

k
= = . 

► Ɍɚɤ ɤɚɤ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ( ) ( )0
n

f x , ɬɨ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɮɨɪɦɭɥɚ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɫ ɨɫɬɚ-
ɬɨɱɧɵɦ ɱɥɟɧɨɦ ɜ ɮɨɪɦɟ ɉɟɚɧɨ. Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ,  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2

0 1 0 2 0 0 0

0 0
0 0 0 0

...

... .
1! !

n n

n

n
n n

a a x x a x x a x x o x x

f x f x
f x x x x x o x x

n

+ − + − + + − + − =

′
= + − + + − + −

 

ɉɟɪɟɯɨɞɹ ɤ ɩɪɟɞɟɥɭ ɩɪɢ 0x x→  ɜ ɩɨɫɥɟɞɧɟɦ ɪɚɜɟɧɫɬɜɟ, ɩɨɥɭɱɢɦ 

( )0 0a f x= . Ɉɬɛɪɚɫɵɜɚɹ ɪɚɜɧɵɟ ɱɥɟɧɵ ɢ ɫɨɤɪɚɳɚɹ ɷɬɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ɧɚ 0x x− , ɩɪɢ-

ɞɟɦ ɤ ɪɚɜɟɧɫɬɜɭ  ( ) ( ) ( )( )1 1

1 2 0 0 0...
n n

na a x x a x x o x x
− −+ − + + − + − =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 10 0
0 0... .

1! !

n
n nf x f x

x x o x x
n

− −′
= + + − + −  
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Ɉɩɹɬɶ ɭɫɬɪɟɦɥɹɹ 0x x→ , ɩɨɥɭɱɢɦ 
( )0

1
1!

f x
a

′
=  ɢ, ɩɪɨɞɨɥɠɚɹ ɬɚɤɢɦ ɨɛɪɚ-

ɡɨɦ, ɩɨɥɭɱɢɦ 

( ) ( )0 , 0,1,2,...,
!

k

k

f x
a k n

k
= = . ◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. ɂɡ ɷɬɨɣ ɬɟɨɪɟɦɵ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɜɢɞɟ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

0 1 0 2 0 0 0...
n n

nf x a a x x a x x a x x o x x= + − + − + + − + −  ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɧɨ. 

 

ɍɩɪɚɠɧɟɧɢɟ. Ⱦɨɤɚɠɢɬɟ, ɱɬɨ ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɱɟɬɧɚɹ, ɬɨ ɟɟ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ Ɍɟɣ-

ɥɨɪɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0 0x =  ɫɨɞɟɪɠɢɬ ɬɨɥɶɤɨ ɱɟɬɧɵɟ ɫɬɟɩɟɧɢ, ɚ ɟɫɥɢ ( )f x  - ɧɟɱɟɬɧɚɹ, ɬɨ 

ɷɬɨɬ ɠɟ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ ɫɨɞɟɪɠɢɬ ɬɨɥɶɤɨ ɧɟɱɟɬɧɵɟ ɫɬɟɩɟɧɢ. 

 
 
5.3. Ɋɚɡɥɨɠɟɧɢɟ ɨɫɧɨɜɧɵɯ ɷɥɟɦɟɧɬɚɪɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ Ɍɟɣɥɨ-
ɪɚ - Ɇɚɤɥɨɪɟɧɚ 

ȿɫɥɢ 0 0x = , ɬɨ ɮɨɪɦɭɥɚ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɮɨɪɦɭɥɨɣ Ɇɚɤɥɨɪɟɧɚ. ȿɫɥɢ 

ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ( ) ( )0
n

f , ɬɨ ɮɨɪɦɭɥɚ Ɇɚɤɥɨɪɟɧɚ ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ 

( )
( ) ( ) ( )

0

0
, 0

!

kn
k n

k

f
f x x o x x

k=
= + →∑ . 

ɉɨɥɭɱɢɦ ɮɨɪɦɭɥɵ Ɇɚɤɥɨɪɟɧɚ ɞɥɹ ɨɫɧɨɜɧɵɯ ɷɥɟɦɟɧɬɚɪɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ. 

 

1) ( ) xf x e= . 

Ɏɭɧɤɰɢɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɟ ɱɢɫɥɨ ɪɚɡ, ɩɪɢɱɟɦ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ 

n -ɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ ɪɚɜɧɚ ( )( )n
x xe e= . ɉɨɷɬɨɦɭ ( ) ( ) ( ) ( )0 0 ... 0 1

n
f f f′= = = =  ɢ ɮɨɪ-

ɦɭɥɚ Ɇɚɤɥɨɪɟɧɚ ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ 

( )
2

1 ...
1! 2! !

n
x

n

x x x
e R x

n
= + + + + + , 

ɝɞɟ ( ) ( )
1, 0 1

1 !

x
n

n

e
R x x

n

θ
θ+= < <

+
. 

 

2) ( ) shf x x= . 

Эɬɚ ɮɭɧɤɰɢɹ ɬɚɤɠɟ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɟ ɱɢɫɥɨ ɪɚɡ ɢ 

( )( ) ch , ,
sh

sh , .

n x n ɧɟɱɟɬɧɨɟ
x

x n ɱɟɬɧɨɟ
−⎧

= ⎨ −⎩
 

ɉɨɷɬɨɦɭ ( ) ( ) ( )2
0 0 0

k
f f= =  ɢ 

( ) ( )2 1
0 1,

k
f k

− = ∈` , ɢ 

( ) ( )
3 2 1

2 1sh ...
1! 3! 2 1 !

m

m

x x x
x R x

m

−

−= + + + +
−

, 



154 

 

 ɝɞɟ ( ) ( )
( )

( )
2 2

2 1

sh

2 2 ! 2 !

x x
m m

m

xe e
R x x x

m m

θ θ θ−

−
−

= = . 

3) ( ) chf x x= . 

Ɏɨɪɦɭɥɚ Ɇɚɤɥɨɪɟɧɚ ɞɥɹ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜɵɜɨɞɢɬɫɹ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɨ ɩɪɟɞɵɞɭ-

ɳɟɣ ɢ ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ 

( )
( )

( )
2 2

2 1ch
ch 1 ...

2! 2 ! 2 1 !

m
mxx x

x x
m m

θ += + + + +
+

. 

4) ( ) sinf x x= . 

Ʉɚɤ ɛɵɥɨ ɫɤɚɡɚɧɨ ɜ  ɩɭɧɤɬɟ 3.1,  ( )( )
sin sin

2

n n
x x

π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ɩɨɷɬɨɦɭ 

( ) ( ) ( )2
0 0 0

k
f f= =  ɢ 

( ) ( ) ( ) 12 1
0 1 ,

kk
f k

−− = − ∈` . Ɉɬɫɸɞɚ 

( ) ( )
( )
( )

3 2 1
1 2sin

sin ... 1
1! 3! 2 1 ! 2 !

m
m mx mx x x

x x
m m

θ π−
− +

= − + + − +
−

. 

5) ( ) cosf x x= . 

Эɬɚ ɮɨɪɦɭɥɚ ɩɨɥɭɱɚɟɬɫɹ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɨ ɩɪɟɞɵɞɭɳɟɣ ɢ ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ 

( ) ( )

( )

( )
2 2

2 1

2 1
cos

2
cos 1 ... 1

2! 2 ! 2 1 !

m
m m

m
x

x x
x x

m m

π
θ

+

+⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠= − + + − +
+

. 

 

 

6) ( ) ( )ln 1f x x= + . 

( )( )( ) ( ) ( )
( )

1
1 1 !

ln 1
1

n
n

n

n
x

x

−− −
+ =

+
, ɩɨɷɬɨɦɭ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0, 0 1 1 !
nn

f f n
−= = − −  ɢ 

( ) ( ) ( )
( )( )

2 3 1
1

1
ln 1 ... 1 1

2 3 1 1

n n
n n

n

x x x x
x x

n n xθ

+
−

++ = − + − + − + −
+ +

. 

 

7) ( ) ( )1f x x
α= + . 

( )( )( )
( ) ( )( )1 1 ... 1 1

n
n

x n x
α αα α α −+ = ⋅ − − + + . Ɉɬɫɸɞɚ ( ) ( )0 1, 0f f α′= = , 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 ... 1
k

f kα α α= ⋅ − ⋅ − +  ɢ 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

2

1

1

1 1 ... 1
1 1 ...

1! 2! !

1 ... 1
.

1 !

n

n

n

n
x x x x

n

n x
x

n

α

α

α α α α αα

α α α θ − −
+

− − − +
+ = + + + + +

− − +
+

+
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Ɏɭɧɤɰɢɸ ( )1 x
α+  ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɛɢɧɨɦɨɦ ɢɥɢ ɛɢɧɨɦɢɚɥɶɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢ-

ɟɣ. əɫɧɨ, ɱɬɨ ɮɨɪɦɭɥɚ ɛɢɧɨɦɚ ɇɶɸɬɨɧɚ ɩɨɥɭɱɚɟɬɫɹ ɢɡ ɮɨɪɦɭɥɵ Ɇɚɤɥɨɪɟɧɚ ɞɥɹ 

ɛɢɧɨɦɢɚɥɶɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɪɢ α ∈` . 

Ɉɬɦɟɬɢɦ ɱɚɫɬɧɵɟ ɫɥɭɱɚɢ ɮɨɪɦɭɥɵ Ɇɚɤɥɨɪɟɧɚ ɞɥɹ ɛɢɧɨɦɢɚɥɶɧɨɣ ɮɭɧɤ-

ɰɢɢ: 

ɚ) ȿɫɥɢ 1α = − , ɬɨ ɮɨɪɦɭɥɚ ɩɪɢɦɟɬ ɜɢɞ 

( ) ( )21
1 ... 1

1

n n
nx x x R x

x
= − + − + − +

+
. 

ɛ) ȿɫɥɢ ɜ ɩɨɫɥɟɞɧɟɣ ɮɨɪɦɭɥɟ ɡɚɦɟɧɢɬɶ x  ɧɚ x− , ɬɨ ɩɨɥɭɱɢɦ 

( )21
1 ...

1

n
nx x x R x

x
= + + + + +

−
. 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

 

1.  ȼɨ ɜɫɟɯ ɮɨɪɦɭɥɚɯ ɨɫɬɚɬɨɱɧɵɣ ɱɥɟɧ ɧɚɩɢɫɚɧ ɜ ɮɨɪɦɟ Ʌɚɝɪɚɧɠɚ, ɧɨ ɟɝɨ 

ɦɨɠɧɨ ɛɵɥɨ ɛɵ ɧɚɩɢɫɚɬɶ ɜ ɮɨɪɦɟ ɉɟɚɧɨ, ɧɚɩɪɢɦɟɪ, 

( ) ( )21
1 ... 1 , 0

1

n n nx x x o x x
x
= − + − + − + →

+
. 

2.  ȼ ɮɨɪɦɭɥɚɯ ɞɥɹ ɱɟɬɧɵɯ ɢɥɢ ɧɟɱɟɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɫɬɟɩɟɧɶ x  ɭ ɨɫɬɚɬɨɱɧɨɝɨ 

ɱɥɟɧɚ ɦɨɠɧɨ ɭɜɟɥɢɱɢɬɶ ɧɚ 1. ɇɚɩɪɢɦɟɪ, 

( ) ( )
3 2 1

2 1sh ...
1! 3! 2 1 ! 2 2 1 !

m x x
mx x x e e

x x
m m

θ θ− −
++

= + + + +
− +

. 

Эɬɨ ɜɨɡɦɨɠɧɨ, ɬɚɤ ɤɚɤ ɦɧɨɝɨɱɥɟɧ Ɇɚɤɥɨɪɟɧɚ ɞɥɹ ɧɟɱɟɬɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɞɨɥɠɟɧ 

ɢɦɟɬɶ ɬɨɥɶɤɨ ɧɟɱɟɬɧɵɟ ɫɬɟɩɟɧɢ, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɫɥɚɝɚɟɦɨɟ ɫɨ ɫɬɟɩɟɧɶɸ 2mx  

ɛɭɞɟɬ ɪɚɜɧɨ ɧɭɥɸ. 
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§6 ɉɪɚɜɢɥɨ Ʌɨɩɢɬɚɥɹ 

Ⱦɨɤɚɠɟɦ ɧɟɫɤɨɥɶɤɨ ɬɟɨɪɟɦ, ɤɨɬɨɪɵɟ ɨɛɴɟɞɢɧɹɸɬɫɹ ɩɨɞ ɨɛɳɢɦ ɧɚɡɜɚɧɢɟɦ 

«ɩɪɚɜɢɥɨ Ʌɨɩɢɬɚɥɹ» ɢ ɤɨɬɨɪɵɟ ɩɨɡɜɨɥɹɸɬ ɧɚɯɨɞɢɬɶ ɩɪɟɞɟɥɵ ɱɚɫɬɧɨɝɨ. 

6.1. ɇɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɶ ɜɢɞɚ 
0

0
 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.6.1. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x   

1) ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɵ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ ],a b ; 

2) ( ) ( ) 0f a g a= = ; 

3) ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɩɪɚɜɨɫɬɨɪɨɧɧɢɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ( )f a′  ɢ ( )g a′ , ɩɪɢɱɟɦ 

( ) 0g a′ ≠ . 

Ɍɨɝɞɚ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
( )
( )

( )
( )0

lim
x a

f x f a

g x g a→ +

′
=

′
. 

► Ɍɚɤ ɤɚɤ ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɩɪɚɜɨɫɬɨɪɨɧɧɢɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɮɭɧɤɰɢɣ ( )f x  ɢ 

( )g x  ɜ ɬɨɱɤɟ x a= , ɬɨ ɞɥɹ x a>  ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɚ ɮɨɪɦɭɥɚ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɩɪɢ 1n = , ɤɨɬɨ-

ɪɚɹ ɛɭɞɟɬ ɢɦɟɬɶ ɜɢɞ: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), .f x f a x a o x a g x g a x a o x a′ ′= − + − = − + −  

Ɍɨɝɞɚ ( )
( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )
( )0 0 0

lim lim lim
x a x a x a

o x a
f af x f a x a o x a f ax a

o x ag x g a x a o x a g a
g a

x a

→ + → + → +

−
′ +′ ′− + − −= = =

−′ ′− + − ′ +
−

. 

◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ ɦɨɠɧɨ ɞɨɤɚɡɚɬɶ, ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x  

ɢɦɟɸɬ n  ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɯ ɜ ɬɨɱɤɟ x a= , ( ) ( ) ( ) ( )1
... 0

n
f a f a f a

−′= = = = , 

( ) ( ) ( ) ( )1
... 0

n
g a g a g a

−′= = = =  ɢ ( ) ( ) 0
n

g a ≠ , ɬɨ 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )0

lim

n

nx a

f x f a

g x g a→ +
= . 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.6.2. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x  

1) ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɵ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a b ; 

2) ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x a x a

f x g x
→ + → +

= = ; 

3) ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a b  ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ( )f x′  ɢ ( )g x′ , ɩɪɢ-

ɱɟɦ ( ) 0g x′ ≠ ; 

4) ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
( )
( )0

lim
x a

f x
A

g x→ +

′
=

′
 (ɤɨɧɟɱɧɵɣ ɢɥɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɣ). 

Ɍɨɝɞɚ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
( )
( )0

lim
x a

f x
A

g x→ +
= . 



157 

 

► Ⱦɨɨɩɪɟɞɟɥɢɦ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x , ɩɨɥɚɝɚɹ ( ) ( ) 0f a g a= = , ɢ ɜɨɡɶ-

ɦɟɦ ɧɟɤɨɬɨɪɨɟ ɡɧɚɱɟɧɢɟ ( ),x a b∈ . Ɍɨɝɞɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ ],a x  ɞɥɹ ɞɚɧɧɵɯ 

ɮɭɧɤɰɢɣ ɜɵɩɨɥɧɟɧɵ ɜɫɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɬɟɨɪɟɦɵ 4.4.4 (Ʉɨɲɢ) ɢ 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f x f x f a f c

g x g x g a g c

′−
= =

′−
, ɝɞɟ a c x< < . 

ȿɫɥɢ 0x a→ + , ɬɨ ɢ 0c a→ + , ɩɨɷɬɨɦɭ 
( )
( )

( )
( )0 0

lim lim
x a c a

f x f c
A

g x g c→ + → +

′
= =

′
. ◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

 

1. Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ ɦɨɠɧɨ ɞɨɤɚɡɚɬɶ, ɱɬɨ ɩɪɢ ɨɱɟɜɢɞɧɵɯ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹɯ ɜ ɭɫɥɨɜɢɹɯ ɬɟɨ-

ɪɟɦɵ 4.6. 1 ɛɭɞɟɬ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ 
( )
( )

( )
( )0

lim
x a

f x f a

g x g a→ −

′
=

′
 ɢɥɢ 

( )
( )

( )
( )

lim
x a

f x f a

g x g a→

′
=

′
, ɚ ɜ ɬɟɨ-

ɪɟɦɟ 4.6.2 
( )
( )0

lim
x a

f x
A

g x→ −
=  ɢɥɢ 

( )
( )

lim
x a

f x
A

g x→
= . 

2. Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.6.2 ɛɭɞɟɬ ɜɟɪɧɚ ɢ ɜ ɫɥɭɱɚɟ, ɟɫɥɢ a = +∞  ɢɥɢ a = −∞ . Ⱦɥɹ ɞɨɤɚɡɚ-

ɬɟɥɶɫɬɜɚ ɧɭɠɧɨ ɫɞɟɥɚɬɶ ɡɚɦɟɧɭ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ 1
x

t
= . 

 

6.2. ɇɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɶ ɜɢɞɚ 
∞
∞

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.6.3. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ( )g x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɵ ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɵ 

ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a +∞ , ɩɪɢɱɟɦ ( ) 0g x′ ≠  ɧɚ ɷɬɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ. Ⱦɨɩɭɫɬɢɦ 

ɬɚɤɠɟ, ɱɬɨ ( ) ( )lim lim
x x

f x g x
→+∞ →+∞

= = ∞  ɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɤɨɧɟɱɧɵɣ 
( )
( )

lim
x

f x
A

g x→+∞

′
=

′
. 

Ɍɨɝɞɚ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
( )
( )

lim
x

f x
A

g x→+∞
= . 

► ɇɚɣɞɟɦ 1 aσ >  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨɛɵ 1x σ∀ >  ɜɵɩɨɥɧɹɥɢɫɶ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɚ 

( ) 1f x >  ɢ ( ) 1g x > . Ɍɨɝɞɚ 1x σ∀ >  ɛɭɞɟɬ ( ) 0f x ≠  ɢ ( ) 0g x ≠ . 

Ɂɚɬɟɦ ɜɨɡɶɦɟɦ ɧɟɤɨɬɨɪɨɟ ɱɢɫɥɨ 0ε >  ɢ ɧɚɣɞɟɦ 2 aσ >  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨɛɵ 

2x σ∀ >  ɛɵɥɨ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ 
( )
( )2 2

f x
A A

g x

ε ε′
− < < +

′
. 

Ɍɨɝɞɚ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ( )1 2max ,x σ σ σ> =  ɛɭɞɭɬ ɜɵɩɨɥɧɟɧɵ ɜɫɟ ɜɵɲɟɩɟɪɟɱɢɫ-
ɥɟɧɧɵɟ ɭɫɥɨɜɢɹ. 
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Ɏɢɤɫɢɪɭɟɦ ɧɟɤɨɬɨɪɨɟ ɱɢɫɥɨ 0x σ>  ɢ ɜɨɡɶɦɟɦ 0x x> . Ɍɨɝɞɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬ-
ɤɟ [ ]0 ,x x  ɞɥɹ ɞɚɧɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɜɵɩɨɥɧɟɧɵ ɭɫɥɨɜɢɹ ɬɟɨɪɟɦɵ 4.4.4 (Ʉɨɲɢ). ɋɥɟ-

ɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɱɢɫɥɨ ( )0,c x x∈  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨ 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0

0

f x f x f c

g x g x g c

′−
=

′−
. 

ɉɪɟɨɛɪɚɡɭɟɦ ɥɟɜɭɸ ɱɚɫɬɶ ɷɬɨɝɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )
( )
( )

0

0

00

1

1

f x

f x f x f x f x

g xg x g x g x

g x

−
−

= ⋅
−

−
. Ɍɚɤ ɤɚɤ ɬɨɱɤɚ 0x  ɮɢɤɫɢɪɨɜɚɧɚ, ɬɨ ɛɭɞɟɬ ɜɵ-

ɩɨɥɧɟɧɨ 
( )
( )

( )
( )

0 0lim lim 0
x x

f x g x

f x g x→+∞ →+∞
= =  ɢ, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, 

( )
( )
( )
( )

0

0

1

lim 1

1
x

f x

f x

g x

g x

→+∞

−
=

−
, ɢ ɬɨ-

ɝɞɚ 

( )
( )
( )
( )

( )
0

0

1

1

1

g x

g x
x

f x

f x

α
−

= +
−

, ɝɞɟ ( ) 0xα →  ɩɪɢ x →+∞ . Ɍɨɝɞɚ ɦɨɠɧɨ ɧɚɣɬɢ ɱɢɫ-

ɥɨ 0 0xσ >  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨ ɟɫɥɢ 0x σ> , ɬɨ ( ) 2

2

x
A

ε
α ε<

+
. Ɍɟɩɟɪɶ ɦɨɠɧɨ ɨɰɟɧɢɬɶ ɱɚ-

ɫɬɧɨɟ ( )
( )

f x

g x
. ɋɧɚɱɚɥɚ ɩɪɟɨɛɪɚɡɭɟɦ ɟɝɨ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ: 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
0

0

1
1

f c xf x f xf x
x

g x g x g x g c

α
α

′ +−
= ⋅ + =

′−
. Ɉɰɟɧɢɦ ɩɨɥɭɱɟɧɧɭɸ ɞɪɨɛɶ 

ɩɪɢ 0x σ>  ɫɜɟɪɯɭ: 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

1
1

2 22 2 2

f c x
A x A A x A A

g c

α ε ε ε ε εα α ε
′ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞< + + ≤ + + + < + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

ɢ ɫɧɢɡɭ:  

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )

1
1

2 2 2

.
2 2

f c x
A x A A x

g c

A A x A

α ε ε εα α

ε ε α ε

′ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞> − + > − − − ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞≥ − − + > −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɩɨ 0ε >  ɦɵ ɧɚɲɥɢ 0σ  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨ ɟɫɥɢ 0x σ> , ɬɨ ɜɵɩɨɥ-

ɧɹɟɬɫɹ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ 
( )
( )

f x
A A

g x
ε ε− < < + , ɱɬɨ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ 

( )
( )

lim
x

f x
A

g x→+∞
= . ◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

1. Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.6.3 ɜɟɪɧɚ ɢ ɬɨɝɞɚ, ɤɨɝɞɚ x →−∞ . 

2. Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.6.3 ɜɟɪɧɚ ɢ ɬɨɝɞɚ, ɤɨɝɞɚ x a→ , ɝɞɟ a  - ɤɨɧɟɱɧɚɹ ɬɨɱɤɚ ɢ ɤɨɝɞɚ 

A = +∞  ɢɥɢ A = −∞ . 

3. ȼ ɬɟɨɪɟɦɟ 4.6.3 ɦɨɠɧɨ ɩɨɬɪɟɛɨɜɚɬɶ ɬɨɥɶɤɨ ɱɬɨɛɵ ( )lim
x

g x
→+∞

= ∞ , ɧɟ ɧɚ-

ɤɥɚɞɵɜɚɹ ɬɚɤɨɝɨ ɠɟ ɭɫɥɨɜɢɹ ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɸ ( )f x . Ɍɨɝɞɚ, ɟɫɥɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɤɨɧɟɱ-

ɧɵɣ ɢɥɢ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɝɨ ɡɧɚɤɚ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɣ ( )
( )

lim
x

f x
A

g x→+∞

′
=

′
, ɬɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 

( )
( )

lim
x

f x
A

g x→+∞
= . 

4. ȼ ɬɟɨɪɟɦɚɯ §6 ɧɟɥɶɡɹ ɨɩɭɫɬɢɬɶ ɭɫɥɨɜɢɟ ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɧɢɹ ( )
( )

lim
x a

f x

g x→

′
′

. ɇɚɩɪɢ-

ɦɟɪ, 
sin

lim
sinx

x x

x x→∞

−
+

 ɧɟɥɶɡɹ ɜɵɱɢɫɥɢɬɶ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɩɪɚɜɢɥɚ Ʌɨɩɢɬɚɥɹ, ɬɚɤ ɤɚɤ ɧɟ 

ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
( )
( )

sin 1 cos
lim lim

1 cossinx x

x x x

xx x→∞ →∞

′− −
=

+′+
. Ɍɚɤɨɣ ɩɪɟɞɟɥ ɥɟɝɤɨ ɜɵɱɢɫɥɢɬɶ ɫ ɩɨ-

ɦɨɳɶɸ ɬɟɨɪɢɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɦɚɥɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ: 

sin
1

sin
lim lim 1

sinsin
1

x x

x
x x x

xx x

x

→∞ →∞

−−
= =

+ +
. 

§7 ɂɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɣ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɩɪɟɞɟɥɨɜ ɢ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɯ 

 
7.1. ɂɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɶ 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.7.1. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a b . 

Ɍɨɝɞɚ ɞɥɹ ɬɨɝɨ, ɱɬɨɛɵ ( )f x  ɜɨɡɪɚɫɬɚɥɚ ɧɚ ɜɫɟɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ, ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɢ 

ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ, ɱɬɨɛɵ ( ) ( )0, ,f x x a b′ ≥ ∈ , ɢ ɞɥɹ ɬɨɝɨ, ɱɬɨɛɵ ɮɭɧɤɰɢɹ ɭɛɵɜɚɥɚ 

ɧɚ ( ),a b , ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɢ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ, ɱɬɨɛɵ ( ) ( )0, ,f x x a b′ ≤ ∈ . 

► ɇɟɨɛɯɨɞɢɦɨɫɬɶ. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɧɚ ( ),a b . ȼɨɡɶɦɟɦ ɬɨɱɤɭ 

( )0 ,x a b∈  ɢ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟ x∆  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨɛɵ ( )0 ,x x a b+ ∆ ∈ . Ɍɨɝɞɚ, ɟɫɥɢ 0x∆ > , ɬɨ 

( ) ( )0 0 0
f x x f x

x

+ ∆ −
≥

∆
, ɬɚɤ ɤɚɤ ɱɢɫɥɢɬɟɥɶ ɢ ɡɧɚɦɟɧɚɬɟɥɶ ɷɬɨɣ ɞɪɨɛɢ ɧɟɨɬɪɢɰɚ-



160 

 

ɬɟɥɶɧɵ, ɢ, ɟɫɥɢ 0x∆ < , ɬɨ 
( ) ( )0 0 0

f x x f x

x

+ ∆ −
≥

∆
, ɬɚɤ ɤɚɤ ɱɢɫɥɢɬɟɥɶ ɢ ɡɧɚɦɟɧɚ-

ɬɟɥɶ ɧɟɩɨɥɨɠɢɬɟɥɶɧɵ. ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0

0 0 0 0
lim lim 0

x x

f x x f x f x x f x
f x

x x∆ → + ∆ → −

+ ∆ − + ∆ −
′ = = ≥

∆ ∆
. 

Ⱦɨɫɬɚɬɨɱɧɨɫɬɶ. ɉɭɫɬɶ ( ) 0f x′ ≥  ɧɚ ( ),a b . ȼɨɡɶɦɟɦ ɞɜɚ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɚɪɝɭɦɟɧ-

ɬɚ ( )1 2, ,x x a b∈ , ɩɪɢɱɟɦ 1 2x x< . Ɍɨɝɞɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ ]1 2,x x  ɜɵɩɨɥɧɟɧɵ ɜɫɟ 
ɭɫɥɨɜɢɹ ɬɟɨɪɟɦɵ 4.4.3 (Ʌɚɝɪɚɧɠɚ) ɢ ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1f x f x f c x x′− = − , ɝɞɟ 

1 2x c x< < . Ɍɚɤ ɤɚɤ ( ) 0f c′ ≥  ɬɨ ( ) ( )2 1 0f x f x− ≥ , ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬ-
ɤɟ ( ),a b  ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ. 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɭɛɵɜɚɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ. ◄ 

 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

 

1. ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ ],a b , ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɧɚ 

( ),a b  ɢ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ( ),x a b∈  ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɨ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( ) 0f x′ ≥  ( )( )0f x′ ≤ , ɬɨ 

ɮɭɧɤɰɢɹ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ (ɭɛɵɜɚɟɬ) ɧɚ [ ],a b . 

2. ȿɫɥɢ ɜ ɤɚɠɞɨɣ ɬɨɱɤɟ ( ),a b  ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( ) 0f x′ >  ( )( )0f x′ < , 

ɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɫɬɪɨɝɨ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ (ɭɛɵɜɚɟɬ) ɧɚ ( ),a b . 

Эɬɨ ɭɫɥɨɜɢɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɦ ɭɫɥɨɜɢɟɦ ɫɬɪɨɝɨɣ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨ-

ɫɬɢ, ɧɚɩɪɢɦɟɪ, ɮɭɧɤɰɢɹ ( ) 3f x x=  ɫɬɪɨɝɨ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɧɚ ɜɫɟɣ ɜɟɳɟɫɬɜɟɧɧɨɣ ɨɫɢ, 

ɧɨ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x =  ɨɛɪɚɳɚɟɬɫɹ ɜ ɧɭɥɶ. 

3. Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.7.1 ɨɫɬɚɟɬɫɹ ɜɟɪɧɚ, ɤɨɝɞɚ ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ 
( ),a b , ɧɨ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɵɯ ɬɨɱɤɚɯ ɷɬɨɝɨ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɚ, 

ɨɫɬɚɜɚɹɫɶ ɩɪɢ ɷɬɨɦ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɝɨ ɡɧɚɤɚ. ɇɚɩɪɢɦɟɪ, ɮɭɧɤɰɢɹ ( ) 3f x x=  ɫɬɪɨ-

ɝɨ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɧɚ ɜɫɟɣ ɜɟɳɟɫɬɜɟɧɧɨɣ ɨɫɢ, ɧɨ ɧɟ ɢɦɟɟɬ ɤɨɧɟɱɧɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɜ 
ɬɨɱɤɟ 0x = . 

 

ɂɡ ɜɵɲɟɢɡɥɨɠɟɧɧɨɝɨ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɬɨɝɨ, ɱɬɨɛɵ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɬɶ ɮɭɧɤɰɢɸ 

ɧɚ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɶ, ɧɭɠɧɨ ɪɚɡɞɟɥɢɬɶ ɨɛɥɚɫɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɱɚɫɬɢ ɬɨɱ-

ɤɚɦɢ, ɝɞɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɨɛɪɚɳɚɟɬɫɹ ɜ ɧɭɥɶ ɢɥɢ ɝɞɟ ɨɧɚ ɧɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ (ɤɨɧɟɱɧɚɹ). 

Ɍɚɤɢɟ ɬɨɱɤɢ ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ. Ɍɨɱɤɢ, ɝɞɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɪɚɜɧɚ 
ɧɭɥɸ, ɧɚɡɵɜɚɸɬɫɹ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ. Ɉɛɪɚɳɚɟɦ ɜɧɢɦɚɧɢɟ ɱɢɬɚɬɟɥɹ ɧɚ 
ɬɨ, ɱɬɨ ɷɬɢ ɬɨɱɤɢ ɞɨɥɠɧɵ ɩɪɢɧɚɞɥɟɠɚɬɶ ɨɛɥɚɫɬɢ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ. 
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ɉɪɢɦɟɪ 1. ɂɫɫɥɟɞɨɜɚɬɶ ɧɚ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɸ ( ) ( )23

2

3

4

x
f x

x

−
=

−
. 

ſ Ɉɛɥɚɫɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ( ) { }| 2D f x x= ≠ ± . ɇɚɣɞɟɦ ɩɪɨɢɡ-

ɜɨɞɧɭɸ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )
( )

( )( )
( )

2

2 2
2 23 3

14 44 18 8 2

3 3 4 3 3 4

x xx x
f x

x x x x

− − −− + −′ = =
− − − −

. 

Ʉɪɢɬɢɱɟɫɤɢɦɢ ɬɨɱɤɚɦɢ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɛɭɞɭɬ 1
4,

2
x x= =  - ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɵɟ 

ɬɨɱɤɢ, ɬ.ɟ. ɬɨɱɤɢ, ɝɞɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɪɚɜɧɚ ɧɭɥɸ, ɢ 3x =  - ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɚɹ ɬɨɱɤɚ, ɜ 

ɤɨɬɨɪɨɣ ɧɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɤɨɧɟɱɧɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ. Ɍɨɱɤɢ 2x = ±  ɧɟ ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɤɪɢ-

ɬɢɱɟɫɤɢɦɢ, ɬɚɤ ɤɚɤ ɧɟ ɜɯɨɞɹɬ ɜ ɨɛɥɚɫɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

ɂɡɨɛɪɚɡɢɦ ɧɚ ɱɢɫɥɨɜɨɣ ɨɫɢ ɨɛɥɚɫɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɢ ɜɫɟ ɤɪɢɬɢɱɟ-
ɫɤɢɟ ɬɨɱɤɢ. ɉɨɥɭɱɢɦ ɪɹɞ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɨɜ, ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡ ɤɨɬɨɪɵɯ ɢɫɫɥɟɞɭɟɦ ɩɪɨ-

ɢɡɜɨɞɧɭɸ ɧɚ ɡɧɚɤ. ɉɨ ɷɬɨɦɭ ɡɧɚɤɭ ɨɩɪɟɞɟɥɢɦ ɧɚɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɢ ɮɭɧɤ-

ɰɢɢ. 

 

Ɉɬɜɟɬ: ɮɭɧɤɰɢɹ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɨɜ ( ) ( [ ]1, 2 , 2, , 3,4
2
⎤−∞ − − ⎦  

ɢ ɭɛɵɜɚɟɬ ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɨɜ ) ( ] [ )1 ,2 , 2,3 , 4,
2

⎡ +∞⎣ . 

 
7.2. Эɤɫɬɪɟɦɭɦɵ ɮɭɧɤɰɢɢ 

ɉɨɧɹɬɢɟ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɚ ɛɵɥɨ ɜɜɟɞɟɧɨ ɜ §4. Ɍɚɦ ɠɟ ɛɵɥɚ ɞɨɤɚɡɚɧɚ ɬɟɨɪɟɦɚ 
4.4.1 (Ɏɟɪɦɚ), ɤɨɬɨɪɚɹ ɞɚɟɬ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨɟ ɭɫɥɨɜɢɟ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɚ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟ-
ɦɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ: ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ɬɨɱɤɟ ɢ ɢɦɟɟɬ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦ ɜ 
ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ, ɬɨ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɪɚɜɧɚ ɧɭɥɸ. Эɬɨ ɭɫɥɨɜɢɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ 

ɬɨɥɶɤɨ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɦ, ɧɨ ɧɟ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɵɦ. ɉɪɢɦɟɪɨɦ ɬɨɦɭ ɫɥɭɠɢɬ ɮɭɧɤɰɢɹ 

( ) 3f x x= , ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɤɨɬɨɪɨɣ ɪɚɜɧɚ ɧɭɥɸ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x = , ɧɨ ɤɨɬɨɪɚɹ ɧɟ ɢɦɟɟɬ 
ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɚ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ. 
 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.7.2 (ɩɟɪɜɨɟ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨɟ ɭɫɥɨɜɢɟ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɚ) 

ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x x=  ɢ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɟɟ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ 

( )0 0,x xδ δ− +  ɢ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ]0 0,x xδ−  ɢ ɭɛɵɜɚɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟ-
ɠɭɬɤɟ [ )0 0,x x δ+ , ɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x x=  ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɦɚɤɫɢɦɭɦ. 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɭɛɵɜɚɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ]0 0,x xδ−  ɢ ɜɨɡɪɚɫ-
ɬɚɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ )0 0,x x δ+ , ɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x x=  ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɦɢɧɢɦɭɦ. 

► Ⱦɨɩɭɫɬɢɦ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ]0 0,x xδ−  ɢ ɭɛɵɜɚ-
ɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ )0 0,x x δ+ . 
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Ɍɨɝɞɚ, ɟɫɥɢ ( ]0 0,x x xδ∈ − , ɬɨ ( ) ( )0f x f x≥ , ɢ, ɟɫɥɢ [ )0 0,x x x δ∈ + , ɬɨ 

( ) ( )0f x f x≥ , ɬ.ɟ. ɞɥɹ ɜɫɟɯ ( )0 0,x x xδ δ∈ − +  ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ 

( ) ( )0f x f x≥ . Эɬɨ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɬɨɱɤɚ 0x x=  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɬɨɱɤɨɣ ɦɚɤɫɢɦɭɦɚ. 
ȼɬɨɪɚɹ ɱɚɫɬɶ ɬɟɨɪɟɦɵ ɞɨɤɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɨ. ◄ 

 

ɋɥɟɞɫɬɜɢɟ. ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚ ɜ ( )0

o

U xδ  

- ɩɪɨɤɨɥɨɬɨɣ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0x , ɩɪɢɱɟɦ ( ) 0f x′ ≥  ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ 
( )0 0,x xδ−  ɢ ( ) 0f x′ ≤  ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( )0 0,x x δ+ , ɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɮɭɧɤɰɢɹ 
ɢɦɟɟɬ ɦɚɤɫɢɦɭɦ. 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚɹ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚɹ ɜ 

( )0

o

U xδ , ɢɦɟɟɬ ɦɢɧɢɦɭɦ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x , ɟɫɥɢ ( ) 0f x′ ≤  ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( )0 0,x xδ−  

ɢ ( ) 0f x′ ≥  ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( )0 0,x x δ+ . 

Ⱦɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɨɱɟɜɢɞɧɨ ɫɥɟɞɭɟɬ ɢɡ ɬɟɨɪɟɦɵ 4.7.2 ɢ ɤɪɢɬɟɪɢɹ ɦɨɧɨɬɨɧ-

ɧɨɫɬɢ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

1. ȿɫɥɢ ɜ ɬɟɨɪɟɦɟ 4.7.2 ɢɥɢ ɫɥɟɞɫɬɜɢɢ ɩɪɟɞɩɨ-

ɥɨɠɢɬɶ ɫɬɪɨɝɭɸ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɬɨ 

ɩɨɥɭɱɢɦ ɫɬɪɨɝɢɣ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦ. 

2. ȿɫɥɢ ɨɬɤɚɡɚɬɶɫɹ ɨɬ ɭɫɥɨɜɢɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɫɬɢ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x , ɬɨ ɬɟɨɪɟɦɚ ɩɟɪɟɫɬɚɟɬ 

ɛɵɬɶ ɜɟɪɧɨɣ. ɉɪɢɦɟɪ ɬɚɤɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɢɡɨɛɪɚ-

ɠɟɧ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɟ.  
3. ɍɫɥɨɜɢɹ, ɫɮɨɪɦɭɥɢɪɨɜɚɧɧɵɟ ɜ ɬɟɨɪɟɦɟ (ɫɥɟɞ-

ɫɬɜɢɢ), ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɵɦɢ, ɧɨ ɧɟ 
ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɦɢ. 

 

ɉɪɢɦɟɪ 2. ɇɚ ɪɢɫɭɧɤɟ ɢɡɨɛɪɚɠɟɧ ɝɪɚɮɢɤ 

ɮɭɧɤɰɢɢ, ɤɨɬɨɪɚɹ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢɦɟɟɬ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦ 

(ɦɚɤɫɢɦɭɦ), ɧɨ ɯɚɪɚɤɬɟɪ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɢ ɩɪɢ ɩɟ-
ɪɟɯɨɞɟ ɱɟɪɟɡ ɷɬɭ ɬɨɱɤɭ ɧɟ ɦɟɧɹɟɬɫɹ. 

 

ɉɪɢɦɟɪ 3.  Ɏɭɧɤɰɢɹ ( )
2 1

2 cos , 0,

0, 0

x x
f x x

x

⎧ ⎛ ⎞+ ≠⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨
⎪ =⎩

 ɛɭɞɟɬ ɢɦɟɬɶ ɦɢɧɢɦɭɦ ɜ 

ɬɨɱɤɟ 0x = , ɬɚɤ ɤɚɤ ( ) 0f x ≥ , ɧɨ ɡɧɚɤ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ, ɪɚɜɧɨɣ 



163 

 

1 1
2 2 cos sinx

x x

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ɜ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɦɚɥɨɣ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ ɧɭɥɹ ɛɭɞɟɬ ɨɩɪɟɞɟɥɹɬɶɫɹ 

ɫɥɚɝɚɟɦɵɦ 
1

sin
x

 ɢ, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɛɭɞɟɬ ɦɟɧɹɬɶɫɹ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɟ ɱɢɫɥɨ ɪɚɡ. 

4. ȿɫɥɢ ( ) 0f x′ ≥  ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( )0 0,x xδ−  ɢ ( ) 0f x′ ≤  ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ 
( )0 0,x x δ+ , ɬɨ ɛɭɞɟɦ ɝɨɜɨɪɢɬɶ, ɱɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ( )f x′  ɦɟɧɹɟɬ 

ɡɧɚɤ ɫ «+» ɧɚ «-» ɢ ɧɚɨɛɨɪɨɬ, ɟɫɥɢ ( ) 0f x′ ≤  ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( )0 0,x xδ−  ɢ 

( ) 0f x′ ≥  ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( )0 0,x x δ+ , ɬɨ ɛɭɞɟɦ ɝɨɜɨɪɢɬɶ, ɱɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x ɩɪɨ-

ɢɡɜɨɞɧɚɹ ɦɟɧɹɟɬ ɡɧɚɤ ɫ «-» ɧɚ «+». 

 

Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɬɨɱɤɢ, ɜ ɤɨɬɨɪɵɯ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɦɨɠɟɬ ɦɟɧɹɬɶ ɡɧɚɤ, – ɷɬɨ 

ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɢɟ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɩɨɷɬɨɦɭ ɞɥɹ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦ 

ɧɚɯɨɞɹɬ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɢɟ ɬɨɱɤɢ ɢ ɫɦɨɬɪɹɬ, ɤɚɤ ɦɟɧɹɟɬɫɹ ɡɧɚɤ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ.  

ȼɟɪɧɟɦɫɹ ɤ ɩɪɢɦɟɪɭ 1. ȼ 

ɬɨɱɤɟ 1

2
x =  ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɦɟɧɹɟɬ 

ɡɧɚɤ ɫ «+» ɧɚ «-», ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, 

ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɦɚɤ-

ɫɢɦɭɦ. Ɉɬɦɟɬɢɦ, ɱɬɨ ɷɬɚ ɬɨɱɤɚ 
ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɣ, ɬ.ɟ. ɩɪɨ-

ɢɡɜɨɞɧɚɹ ɜ ɧɟɣ ɪɚɜɧɚ ɧɭɥɸ, ɩɨ-

ɷɬɨɦɭ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ ɤ ɝɪɚɮɢɤɭ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɚ ɨɫɢ ɚɛɫ-
ɰɢɫɫ. Ɍɚɤɨɣ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦ ɛɭɞɟɦ ɧɚ-
ɡɵɜɚɬɶ ɝɥɚɞɤɢɦ. 

ȼ ɬɨɱɤɟ 3x =  ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ 

ɦɟɧɹɟɬ ɡɧɚɤ ɫ «-» ɧɚ «+», ɩɨɷɬɨɦɭ 

ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɦɢ-

ɧɢɦɭɦ, ɧɨ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɜ ɷɬɨɣ 

ɬɨɱɤɟ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɚ, ɬ.ɟ. ɤɚɫɚɬɟɥɶ-

ɧɚɹ ɤ ɝɪɚɮɢɤɭ ɩɚɪɚɥɥɟɥɶɧɚ ɨɫɢ 

ɨɪɞɢɧɚɬ. Ƚɪɚɮɢɤ ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɪɢɜɟ-
ɞɟɧ ɫɩɪɚɜɚ.  

Эɤɫɬɪɟɦɭɦɵ ɩɨɞɨɛɧɨɝɨ ɪɨɞɚ (ɬ.ɟ. ɜ ɬɨɱɤɚɯ, ɝɞɟ ɧɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɤɨɧɟɱɧɨɣ 

ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ) ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɨɫɬɪɵɦɢ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.7.3 (Вɬɨɪɨɟ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨɟ ɭɫɥɨɜɢɟ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɚ) 

ɉɭɫɬɶ 0x  - ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚɹ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɢ ɩɭɫɬɶ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 

( )0f x′′ . Ɍɨɝɞɚ  

a) ɟɫɥɢ ( )0 0f x′′ > , ɬɨ 0x  - ɬɨɱɤɚ ɫɬɪɨɝɨɝɨ ɦɢɧɢɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɢ, 

ɛ) ɟɫɥɢ ( )0 0f x′′ < , ɬɨ 0x  - ɬɨɱɤɚ ɫɬɪɨɝɨɝɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦɚ ɮɭɧɤɰɢɢ. 
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► ȿɫɥɢ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ( )0f x′′ , ɬɨ ɦɨɠɧɨ ɧɚɩɢɫɚɬɶ ɮɨɪɦɭɥɭ Ɍɟɣ-

ɥɨɪɚ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 20 0
0 0 0 0 0,

1! 2!

f x f x
f x f x x x x x o x x x x

′ ′′
= + − + − + − → . 

Ɍɚɤ ɤɚɤ ( )0 0f x′ = , ɚ ( )0 0f x′′ ≠ , ɬɨ ɩɨɫɥɟɞɧɟɟ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ɦɨɠɧɨ ɩɟɪɟɩɢɫɚɬɶ ɜ 

ɜɢɞɟ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )20
0 0 1

2!

f x
f x f x x x xα

′′
= + − + , ɝɞɟ ( ) 0xα →  ɩɪɢ 0x x→ . ɇɚɣ-

ɞɟɦ 0δ >  ɬɚɤɨɟ, ɱɬɨɛɵ ɞɥɹ ɜɫɟɯ ( )0x U xδ∈  ɜɵɩɨɥɧɹɥɨɫɶ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ 

( ) 1

2
xα < , ɬɨɝɞɚ ɞɥɹ ɷɬɢɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ x  ɛɭɞɟɬ ɜɟɪɧɨ ( )1 0xα+ >  ɢ, ɬɚɤɢɦ ɨɛɪɚ-

ɡɨɦ, ɡɧɚɤ ɪɚɡɧɨɫɬɢ ( ) ( )0f x f x−  ɛɭɞɟɬ ɫɨɜɩɚɞɚɬɶ ɫɨ ɡɧɚɤɨɦ ( )0f x′′ . ɋɥɟɞɨɜɚ-
ɬɟɥɶɧɨ, ɟɫɥɢ ( )0 0f x′′ > , ɬɨ ( ) ( )0f x f x> , ɢ 0x  - ɬɨɱɤɚ ɦɢɧɢɦɭɦɚ, ɢ, ɟɫɥɢ 

( )0 0f x′′ < , ɬɨ ( ) ( )0f x f x< , ɢ 0x  - ɬɨɱɤɚ ɦɚɤɫɢɦɭɦɚ. ◄ 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ ɦɨɠɧɨ ɞɨɤɚɡɚɬɶ, ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
( ) ( )0
n

f x  ɢ 

( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0... 0

n
f x f x f x

−′ ′′= = = = , ɧɨ 
( ) ( )0 0
n

f x ≠ , ɬɨ,  

a) ɟɫɥɢ n  - ɧɟɱɟɬɧɨɟ, ɬɨ ɬɨɱɤɚ 0x  ɧɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɨɦ, ɢ, 

b) ɟɫɥɢ n  - ɱɟɬɧɨɟ, ɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦ, ɩɪɢɱɟɦ, ɟɫ-

ɥɢ 
( ) ( )0 0
n

f x > , ɬɨ ɦɢɧɢɦɭɦ, ɢ, ɟɫɥɢ 
( ) ( )0 0
n

f x < , ɬɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦ. 

 
7.3. ɇɚɢɛɨɥɶɲɟɟ ɢ ɧɚɢɦɟɧɶɲɟɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ 

 

ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ɡɚɞɚɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ ],a b  ɢ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɧɚ ɧɟɦ. Ɍɨɝɞɚ, 
ɫɨɝɥɚɫɧɨ ɜɬɨɪɨɣ ɬɟɨɪɟɦɟ ȼɟɣɟɪɲɬɪɚɫɫɚ (ɬɟɨɪɟɦɚ 4.4.5), ɨɧɚ ɞɨɫɬɢɝɚɟɬ ɬɚɦ ɫɜɨ-

ɟɝɨ ɧɚɢɛɨɥɶɲɟɝɨ ɢ ɧɚɢɦɟɧɶɲɟɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɣ. Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɷɬɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɦɨɝɭɬ 
ɧɟ ɫɨɜɩɚɞɚɬɶ ɫ ɷɤɫɬɪɟɦɚɥɶɧɵɦɢ ɡɧɚɱɟɧɢɹɦɢ. ɉɨɷɬɨɦɭ ɷɤɫɬɪɟɦɚɥɶɧɵɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ 

ɱɚɫɬɨ ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɥɨɤɚɥɶɧɵɦɢ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɚɦɢ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɬ.ɟ. ɥɨɤɚɥɶɧɵɦ ɦɚɤɫɢ-

ɦɭɦɨɦ ɢɥɢ ɥɨɤɚɥɶɧɵɦ ɦɢɧɢɦɭɦɨɦ. 

Чɚɫɬɨ ɜɨɡɧɢɤɚɸɬ ɡɚɞɚɱɢ, ɜ ɤɨɬɨɪɵɯ ɧɭɠɧɨ ɧɚɣɬɢ ɧɚɢɛɨɥɶɲɟɟ ɢ (ɢɥɢ) 

ɧɚɢɦɟɧɶɲɟɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɧɟɤɨɬɨɪɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ. ȿɫɥɢ ɷɬɨɬ ɩɪɨɦɟɠɭ-

ɬɨɤ ɡɚɦɤɧɭɬɵɣ, ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɚ ɧɟɦ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ, ɢɦɟɟɬ ɤɨɧɟɱɧɭɸ ɢɥɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɭɸ 

ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɢ ɩɪɨɦɟɠɭɬɨɤ ɦɨɠɧɨ ɪɚɡɛɢɬɶ ɧɚ ɤɨɧɟɱɧɨɟ ɱɢɫɥɨ ɱɚɫɬɟɣ, ɧɚ ɤɚɠ-

ɞɨɣ ɢɡ ɤɨɬɨɪɵɯ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɫɨɯɪɚɧɹɟɬ ɩɨɫɬɨɹɧɧɵɣ ɡɧɚɤ, ɬɨ ɩɨɥɶɡɭɸɬɫɹ ɫɥɟ-
ɞɭɸɳɢɦ ɩɪɚɜɢɥɨɦ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɧɚɢɛɨɥɶɲɟɝɨ ɢ ɧɚɢɦɟɧɶɲɟɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ɮɭɧɤ-

ɰɢɢ: ɇɚɯɨɞɢɦ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɢɟ ɬɨɱɤɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɷɬɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ, ɜɵɱɢɫɥɹɟɦ 

ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɢɯ ɬɨɱɤɚɯ ɢ ɧɚ ɤɨɧɰɚɯ ɷɬɨɝɨ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ. Ɍɨɝɞɚ 
ɫɚɦɨɟ ɛɨɥɶɲɨɟ ɢɡ ɜɵɱɢɫɥɟɧɧɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ ɛɭɞɟɬ ɧɚɢɛɨɥɶɲɢɦ, ɚ ɫɚɦɨɟ ɦɚɥɟɧɶ-

ɤɨɟ – ɧɚɢɦɟɧɶɲɢɦ ɡɧɚɱɟɧɢɹɦɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɷɬɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ. 
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ɉɪɢɦɟɪ 4. ȼ ɬɪɟɭɝɨɥɶɧɢɤ ɫ ɨɫɧɨɜɚɧɢɟɦ a  ɢ ɜɵɫɨɬɨɣ h  ɜɩɢɫɚɧ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɢɤ 

ɬɚɤ, ɱɬɨ ɨɫɧɨɜɚɧɢɟ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɢɤɚ ɥɟɠɢɬ ɧɚ ɨɫɧɨɜɚɧɢɢ ɬɪɟɭɝɨɥɶɧɢɤɚ, ɚ ɞɜɟ ɟɝɨ 

ɞɪɭɝɢɟ ɜɟɪɲɢɧɵ ɥɟɠɚɬ ɧɚ ɛɨɤɨɜɵɯ ɫɬɨɪɨɧɚɯ ɬɪɟɭɝɨɥɶɧɢɤɚ. ɇɚɣɬɢ ɫɬɨɪɨɧɵ 

ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɢɤɚ ɧɚɢɛɨɥɶɲɟɣ ɩɥɨɳɚɞɢ. 

ſ ɉɭɫɬɶ ,PQ x MP y= = . Ɍɨɝɞɚ ɩɥɨ-

ɳɚɞɶ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɢɤɚ S xy= . ɂɡ ɩɨɞɨɛɢɹ 

ɬɪɟɭɝɨɥɶɧɢɤɨɜ ABC  ɢ MBN  ɩɨɥɭɱɢɦ ɩɪɨ-

ɩɨɪɰɢɸ 
AC BE

MN BF
=  ɢɥɢ 

a h

x h y
=

−
, ɨɬɤɭɞɚ 

ɦɨɠɧɨ ɜɵɪɚɡɢɬɶ x : 
( )a h y

x
h

−
= .  

Ɍɨɝɞɚ ɩɥɨɳɚɞɶ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɢɤɚ ɛɭɞɟɬ 
ɡɚɞɚɧɚ, ɤɚɤ ɮɭɧɤɰɢɹ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ y : 

( ) ( )a
S y h y y

h
= − , ɡɚɞɚɧɧɚɹ ɧɚ ɨɬɪɟɡɤɟ 

[ ]0,y h∈ . ɇɚɣɞɟɦ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ( ) ( )2
a

S y h y
h

′ = − . 

ɇɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ ]0,h  ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɨɞɧɚ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɚɹ ɬɨɱɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ 

2

h
y = , ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɪɚɜɧɨ 

4

ah
. Ɂɧɚɱɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɧɚ ɤɨɧɰɚɯ 

ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ ( ) ( )0 0S S h= = . ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɧɚɢɛɨɥɶɲɟɟ ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ 

ɪɚɜɧɨ 
4

ah
, ɤɨɝɞɚ ɜɵɫɨɬɚ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɢɤɚ 

2

h
y = , ɚ ɞɥɢɧɚ ɟɝɨ ɨɫɧɨɜɚɧɢɹ ɪɚɜɧɚ 

2

a
x = . ƀ 

 
 
7.4. ȼɵɩɭɤɥɨɫɬɶ ɢ ɜɨɝɧɭɬɨɫɬɶ. Ɍɨɱɤɢ ɩɟɪɟɝɢɛɚ 

 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.7.1. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a b . 

Ȼɭɞɟɦ ɝɨɜɨɪɢɬɶ, ɱɬɨ ɨɧɚ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɧɢɡ (ɜɵɩɭɤɥɚ) ɧɚ ɷɬɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ, ɟɫɥɢ 

ɞɥɹ ɥɸɛɵɯ ( )1 2, ,x x a b∈  ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( ) ( )( )1 2
1 2

1

2 2

x x
f f x f x

+⎛ ⎞ ≤ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ɢ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɜɟɪɯ (ɜɨɝɧɭɬɚ), ɟɫɥɢ ɞɥɹ ɥɸɛɵɯ ( )1 2, ,x x a b∈  ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬ-

ɜɨ ( ) ( )( )1 2
1 2

1

2 2

x x
f f x f x

+⎛ ⎞ ≥ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɝɪɚɮɢɤ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x  ɧɚ 
ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a b . ȼɨɡɶɦɟɦ ɞɜɟ ɬɨɱɤɢ ɧɚ 
ɷɬɨɦ ɝɪɚɮɢɤɟ ɫ ɚɛɫɰɢɫɫɚɦɢ 1x  ɢ 2x . Ɍɨɝɞɚ 

1 2

2

x x
f

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 - ɡɧɚɱɟɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɬɨɱɤɟ 

1 2

2

x x
x

+
= , ɤɨɬɨɪɚɹ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɫɟɪɟɞɢɧɨɣ ɨɬ-

ɪɟɡɤɚ [ ]1 2,x x , ɚ ( ) ( )( )1 2

1

2
f x f x+  - ɨɪɞɢɧɚɬɚ 

ɫɟɪɟɞɢɧɵ ɯɨɪɞɵ, ɫɨɟɞɢɧɹɸɳɟɣ ɬɨɱɤɢ ɝɪɚɮɢ-

ɤɚ ( )( )1 1 1,M x f x  ɢ ( )( )2 2 2,M x f x . Ɍɚɤɢɦ ɨɛ-

ɪɚɡɨɦ, ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜɧɢɡ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, 
ɱɬɨ ɞɥɹ ɥɸɛɵɯ ɬɨɱɟɤ 1M  ɢ 2M , ɥɟɠɚɳɢɯ ɧɚ 
ɝɪɚɮɢɤɟ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɫɟɪɟɞɢɧɚ ɯɨɪɞɵ 1 2M M  ɛɭ-

ɞɟɬ ɥɟɠɚɬɶ ɧɟ ɧɢɠɟ ɬɨɱɤɢ ɝɪɚɮɢɤɚ 
1 2 1 2

0 ,
2 2

x x x x
M f

⎛ + + ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

, ɚ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɶ ɜɜɟɪɯ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɫɟɪɟɞɢɧɚ ɷɬɨɣ ɯɨɪɞɵ 

ɥɟɠɢɬ ɧɟ ɜɵɲɟ ɬɨɱɤɢ 0M . 

ȿɫɥɢ ɜ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɢ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɢ ɩɨɫɬɚɜɢɬɶ ɫɬɪɨɝɢɟ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɚ, ɬɨ ɝɨɜɨ-

ɪɹɬ ɨ ɫɬɪɨɝɨɣ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɢ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.7.4 (Дɨɫɬɚɬɨɱɧɨɟ ɭɫɥɨɜɢɟ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɢ) 

ɉɭɫɬɶ ɧɚ ( ),a b  ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ( )f x′′ . Ɍɨɝɞɚ, ɟɫɥɢ ( ) ( )0, ,f x x a b′′ ≥ ∈ , ɬɨ 

ɧɚ ɷɬɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɧɢɡ, ɢ, ɟɫɥɢ ( ) ( )0, ,f x x a b′′ ≤ ∈ , ɬɨ 

ɮɭɧɤɰɢɹ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɜɟɪɯ. 
► ɉɭɫɬɶ ( ) ( )0, ,f x x a b′′ ≥ ∈ . ȼɨɡɶɦɟɦ ( )1 2, ,x x a b∈  ɢ ɩɪɟɞɩɨɥɨɠɢɦ, ɱɬɨ 

1 2x x< . Ɉɛɨɡɧɚɱɢɦ 1 2
0

2

x x
x

+
=  ɢ 0 1 2 0h x x x x= − = − . Ɍɨɝɞɚ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ Ɍɟɣɥɨɪɚ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 21
1 0 1 1 0, ,

1! 2!

f x f c
f x f x h h c x x

′ ′′
= − + ∈   ɢ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 22
2 0 2 0 2, ,

1! 2!

f x f c
f x f x h h c x x

′ ′′
= + + ∈ . 

ɋɤɥɚɞɵɜɚɹ ɷɬɢ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚ, ɩɨɥɭɱɢɦ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1 2 0 1 22
2

h
f x f x f x f c f c′′ ′′+ = + + . Ɍɚɤ ɤɚɤ ɜɬɨɪɚɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɥɸɛɨɣ ɬɨɱɤɟ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ ɧɟɨɬɪɢɰɚɬɟɥɶɧɚ, ɬɨ 
( ) ( ) ( )1 2

0
2

f x f x
f x

+
≥ , 

ɚ ɷɬɨ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɧɢɡ. ◄ 

 



167 

 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. ȿɫɥɢ ( ) 0f x′′ >  ( )( )0f x′′ <  ɧɚ ( ),a b , ɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɫɬɪɨɝɨ ɜɵɩɭɤɥɚ. 

Эɬɨ ɭɫɥɨɜɢɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɵɦ. 

 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.7.2. ɉɭɫɬɶ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟ-
ɟɬ ɩɟɪɜɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ (ɤɨɧɟɱɧɭɸ ɢɥɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱ-
ɧɭɸ). Ɍɨɝɞɚ, ɟɫɥɢ ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨɞɟ ɱɟɪɟɡ ɷɬɭ ɬɨɱɤɭ 
ɮɭɧɤɰɢɹ ɦɟɧɹɟɬ ɧɚɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɢ, ɬɨ ɬɨɱ-
ɤɚ 0x  ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɬɨɱɤɨɣ ɩɟɪɟɝɢɛɚ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.7.5. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x  ɢɦɟɟɬ ɩɟɪɜɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ (ɤɨɧɟɱ-
ɧɭɸ ɢɥɢ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɭɸ), ɢ ɩɪɢ ɩɟɪɟɯɨɞɟ ɱɟɪɟɡ ɷɬɭ ɬɨɱɤɭ ɟɟ ɜɬɨɪɚɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ 
ɦɟɧɹɟɬ ɡɧɚɤ. Ɍɨɝɞɚ ɬɨɱɤɚ 0x  - ɬɨɱɤɚ ɩɟɪɟɝɢɛɚ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

Ⱦɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɷɬɨɣ ɬɟɨɪɟɦɵ ɫɥɟɞɭɟɬ ɢɡ ɬɟɨɪɟɦɵ 4.7.4. 

 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɬɨɱɤɢ ɩɟɪɟɝɢɛɚ ɧɭɠɧɨ ɢɫɤɚɬɶ ɜ ɬɟɯ ɬɨɱɤɚɯ ɨɛɥɚɫɬɢ 

ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɝɞɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɩɟɪɜɚɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɢ ɝɞɟ ɜɬɨɪɚɹ ɩɪɨɢɡ-
ɜɨɞɧɚɹ ɨɛɪɚɳɚɟɬɫɹ ɜ ɧɭɥɶ ɢɥɢ ɧɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ. 

ɉɪɢɦɟɪ 5. ɂɫɫɥɟɞɨɜɚɬɶ ɮɭɧɤɰɢɸ ( ) ( )3 3 22f x x x= −  ɧɚ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɶ ɢ ɬɨɱɤɢ 

ɩɟɪɟɝɢɛɚ. 

ſ ɉɟɪɜɚɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɪɚɜɧɚ ( ) ( ) ( )2

3

2 11 4

3

x x
f x

x

− −
′ = , ɚ 

ɜɬɨɪɚɹ   ( )
( )( )2

3 4

2 88 64 8

9

x x x
f x

x

− − −
′′ = . Ɉɬɦɟɬɢɦ ɧɚ ɱɢɫɥɨɜɨɣ ɨɫɢ ɬɨɱɤɢ, ɜ ɤɨ-

ɬɨɪɵɯ ɦɨɠɧɨ ɨɠɢɞɚɬɶ ɩɟɪɟɝɢɛ ɮɭɧɤɰɢɢ: 1 2 3,4

4 3 3
0, 2,

11
x x x

±
= = =   ɢ ɡɧɚɤ 

ɜɬɨɪɨɣ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɧɚ ɩɨɥɭɱɟɧɧɵɯ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚɯ.  

 
ɉɨɥɭɱɢɦ: ɮɭɧɤɰɢɹ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɜɟɪɯ ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɨɜ 

4 3 3 4 3 3
, , ,2

11 11

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
−∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ɢ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɧɢɡ ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɨɜ 

( )4 3 3 4 3 3
,0 , 0, , 2,

11 11

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
+∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Ɍɨɱɤɚɦɢ ɩɟɪɟɝɢɛɚ ɛɭɞɭɬ 2x =  ɢ 

4 3 3

11
x

±
= . 

ɉɪɢɦɟɪɧɵɣ ɜɢɞ ɝɪɚɮɢɤɚ ɞɚɧɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɟ. ƀ 
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ȼ ɡɚɤɥɸɱɟɧɢɟ ɩɪɢɜɟɞɟɦ ɫɜɨɣɫɬɜɨ ɜɵɩɭɤɥɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɤɨɬɨɪɨɟ ɞɥɹ ɞɢɮ-

ɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɦɨɠɧɨ ɩɨɥɨɠɢɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟɦ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɢ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.7.6. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɜɚɠɞɵ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢ-

ɪɭɟɦɚ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),a b  ɢ ( ) 0f x′′ ≥ . Ɍɨɝɞɚ ɧɚ 

ɷɬɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ɝɪɚɮɢɤ ɮɭɧɤɰɢɢ ɥɟɠɢɬ ɧɟ ɧɢɠɟ 
ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ, ɩɪɨɜɟɞɟɧɧɨɣ ɤ ɷɬɨɦɭ ɝɪɚɮɢɤɭ ɜ ɥɸɛɨɣ 

ɬɨɱɤɟ ɫ ɚɛɫɰɢɫɫɨɣ ɧɚ ɞɚɧɧɨɦ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ. 
► ɉɭɫɬɶ 0x  - ɚɛɫɰɢɫɫɚ ɬɨɱɤɢ ɝɪɚɮɢɤɚ, ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ 

ɩɪɨɜɟɞɟɧɚ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ. Ɍɨɝɞɚ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɷɬɨɣ ɤɚɫɚ-
ɬɟɥɶɧɨɣ ɛɭɞɟɬ ( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x′= + − . 

ɉɪɟɞɫɬɚɜɢɦ ɮɭɧɤɰɢɸ ɩɨ ɮɨɪɦɭɥɟ Ɍɟɣɥɨɪɚ ɜ ɜɢɞɟ 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )20 0 0 0
2

f c
f x f x f x x x x x

′′
′= + − + − , ɝɞɟ c  

ɥɟɠɢɬ ɦɟɠɞɭ x  ɢ 0x . Ɍɨɝɞɚ 
( ) ( ) ( )( )( ) ( )0 0 0 ɤɚɫf x f x f x x x f x y′− + − = − =

( ) ( )20 0
2

f c
x x

′′
= − ≥ . Ⱥ ɷɬɨ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɬɨɱɤɢ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ ɥɟɠɚɬ ɧɟ ɧɢɠɟ 

ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɯ ɬɨɱɟɤ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ. ◄ 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɟɫɥɢ ( ) 0f x′′ ≤ , ɬɨ ɬɨɱɤɢ ɝɪɚɮɢɤɚ ɛɭɞɭɬ ɥɟɠɚɬɶ ɧɟ ɜɵɲɟ 
ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɯ ɬɨɱɟɤ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ. 

 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢя 

1. Ɇɨɠɧɨ ɞɨɤɚɡɚɬɶ, ɱɬɨ, ɟɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ɩɟɪɜɭɸ ɤɨɧɟɱ-
ɧɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ, ɬɨ ɞɥɹ ɟɟ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɢ ɜɜɟɪɯ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɢ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ, ɱɬɨ-

ɛɵ ɟɟ ɝɪɚɮɢɤ ɥɟɠɚɥ ɧɚɞ ɟɟ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ, ɩɪɨɜɟɞɟɧɧɨɣ ɜ ɥɸɛɨɣ ɬɨɱɤɟ ɷɬɨɝɨ 
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ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚ (ɢɥɢ ɧɚ ɧɟɣ). Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɞɥɹ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɢ ɜɧɢɡ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɢ ɞɨɫ-
ɬɚɬɨɱɧɨ, ɱɬɨɛɵ ɝɪɚɮɢɤ ɥɟɠɚɥ ɩɨɞ ɬɚɤɨɣ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ. (ɞɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɫɦ. ɜ 
[1], ɬ.1) 

2. ɂɡ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɬɨɱɤɢ ɩɟɪɟɝɢɛɚ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ɜ ɬɨɱɤɟ ɩɟɪɟɝɢɛɚ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 

ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ ɤ ɝɪɚɮɢɤɭ ɮɭɧɤɰɢɢ ɢ ɝɪɚɮɢɤ ɥɟɠɢɬ ɩɨ ɪɚɡɧɵɟ ɫɬɨɪɨɧɵ ɨɬ ɷɬɨɣ 

ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ. 
 
7.5. Аɫɢɦɩɬɨɬɵ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.7.3. ɉɭɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )f x  ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɩɪɢ x σ> . ɉɪɹɦɚɹ 
y kx b= +  ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɧɚɤɥɨɧɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x , ɟɫɥɢ 

( ) ( )1 ,f x kx b o x= + + →∞ . 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.7.4. ɉɪɹɦɚɹ 0x x=  ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f x , ɟɫɥɢ ( )
0

lim
x x

f x
→

= ∞ . 

ɉɪɢɦɟɪ 6. ɇɚɣɞɟɦ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )
2

2

x x
f x

x

+
=

−
. 

ſ ȼɵɞɟɥɹɹ ɢɡ ɞɪɨɛɢ ɰɟɥɭɸ 

ɱɚɫɬɶ, ɩɨɥɭɱɢɦ ( ) 6
3

2
f x x

x
= + +

−
. Ɍɚɤ 

ɤɚɤ 
6

0
2x
→

−
 ɩɪɢ x →∞ , ɬɨ ɩɪɹɦɚɹ 

3y x= +  ɛɭɞɟɬ ɧɚɤɥɨɧɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ 

ɝɪɚɮɢɤɚ ɞɚɧɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

Ⱦɚɥɟɟ, 
2

2
lim

2x

x x

x→

+
= ∞

−
, ɩɨɷɬɨɦɭ 

ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɚɹ ɩɪɹɦɚɹ 2x =  ɛɭɞɟɬ ɜɟɪ-

ɬɢɤɚɥɶɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ ɝɪɚɮɢɤɚ ɷɬɨɣ 

ɮɭɧɤɰɢɢ. ƀ 

 

Ⱦɥɹ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɨɜ k  ɢ b  ɜ ɭɪɚɜɧɟɧɢɢ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɦɨɠɧɨ 

ɩɨɥɭɱɢɬɶ ɮɨɪɦɭɥɵ. Ⱦɥɹ ɷɬɨɝɨ ɫɧɚɱɚɥɚ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( ) ( )1f x kx b o= + +  ɪɚɡɞɟɥɢɦ 

ɧɚ x  ɢ ɭɫɬɪɟɦɢɦ x  ɤ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɢ. Ɍɨɝɞɚ ɩɨɥɭɱɢɦ 

( )
lim
x

f x
k

x→∞
= . 

 Ɍɟɩɟɪɶ ɩɟɪɟɣɞɟɦ ɤ ɩɪɟɞɟɥɭ ɜ ɪɚɡɧɨɫɬɢ ( ) ( )1f x kx b o− = + . ɉɨɥɭɱɢɦ 

( )( )lim
x

b f x kx
→∞

= − . 

Ɉɱɟɧɶ ɱɚɫɬɨ ɭɤɚɡɚɧɧɵɟ ɩɪɟɞɟɥɵ ɧɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ, ɧɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɨɞɧɨɫɬɨ-

ɪɨɧɧɢɟ ɩɪɟɞɟɥɵ. Ɍɨɝɞɚ ɝɨɜɨɪɹɬ ɨ ɧɚɤɥɨɧɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɟ ɧɚ +∞  ɢɥɢ −∞ , ɢɥɢ ɨɛ 

ɨɞɧɨɫɬɨɪɨɧɧɟɣ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɟ. 
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ɉɪɢɦɟɪ 7. ɇɚɣɬɢ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )
1

xf x xe= .  

ſ ɋɧɚɱɚɥɚ ɧɚɣɞɟɦ ɟɟ ɧɚɤɥɨɧɧɵɟ 
ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ. ɂɫɩɨɥɶɡɭɹ ɮɨɪɦɭɥɭ Ɍɟɣɥɨɪɚ, 
ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɦ ɮɭɧɤɰɢɸ ɜ ɜɢɞɟ 

( ) ( )
1 1 1

1 1 1xf x xe x o x o
x x

⎛ ⎞⎛ ⎞= = + + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɩɪɹɦɚɹ 1y x= +  ɛɭɞɟɬ ɧɚ-
ɤɥɨɧɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ ɧɚɲɟɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

ȼɟɪɬɢɤɚɥɶɧɵɟ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɫɥɟɞɭɟɬ ɢɫ-
ɤɚɬɶ ɬɚɦ, ɝɞɟ ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɪɚɡɪɵɜ, ɬ.ɟ. ɜ 

ɧɚɲɟɦ ɫɥɭɱɚɟ ɜ ɬɨɱɤɟ 0x = . ɋ ɩɨɦɨɳɶɸ ɩɪɚɜɢɥɚ Ʌɨɩɢɬɚɥɹ ɧɚɣɞɟɦ ɩɪɟɞɟɥ 

 

1
1

21 1

0 0 0 0
2

1

, 0 0,
lim lim lim lim

1 1 0, 0 0.

x
x

x x

x x x x

e
xe x

xe e
x

x x
→ → → →

⎛ ⎞−⎜ ⎟ +∞ → +⎧⎛ ⎞ ⎝ ⎠= = = = ⎨⎜ ⎟ → −⎝ ⎠ − ⎩
  

ɋɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɩɪɹɦɚɹ 0x =  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɚɜɨɫɬɨɪɨɧɧɟɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ ɝɪɚɮɢɤɚ 
ɧɚɲɟɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. ƀ 

ɉɪɢɦɟɪ 8. ɇɚɣɬɢ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ  

( ) 2 22 2f x x x x x= + + + − + . 

ſ Ɏɭɧɤɰɢɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɧɚ ɜɫɟɣ ɜɟɳɟɫɬɜɟɧɧɨɣ 

ɨɫɢ ɢ ɧɟ ɢɦɟɟɬ ɬɨɱɟɤ ɪɚɡɪɵɜɚ. ɉɨɷɬɨɦɭ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶ-

ɧɵɯ ɚɫɢɦɩɬɨɬ ɧɟɬ. 
Ⱦɥɹ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɧɚɤɥɨɧɧɵɯ ɚɫɢɦɩɬɨɬ ɢɫɩɨɥɶ-

ɡɭɟɦ ɮɨɪɦɭɥɭ Ɍɟɣɥɨɪɚ: 

( )
2 2

1 2 1 2
1 1f x x x

x xx x
= + + + − + =

2 2

1 1 2 1 1 1 2 1 1
1 1 2

2 2
x o o x o

x x x x xx x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + − + + = + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
( )2 1x o= + .  Эɬɨ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɞɜɟ ɧɚɤɥɨɧɧɵɟ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ 

2y x= , ɟɫɥɢ x →+∞  ɢ 2y x= − , ɟɫɥɢ x →−∞ . ƀ 

ȿɫɥɢ ɭɝɥɨɜɨɣ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬ ɧɚɤɥɨɧɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɪɚɜɟɧ ɧɭɥɸ, ɬɨ ɩɨɥɭɱɚ-
ɟɬɫɹ ɝɨɪɢɡɨɧɬɚɥɶɧɚɹ ɚɫɢɦɩɬɨɬɚ, ɤɨɬɨɪɭɸ ɦɵ ɛɭɞɟɦ ɫɱɢɬɚɬɶ ɱɚɫɬɧɵɦ ɫɥɭɱɚ-
ɟɦ ɧɚɤɥɨɧɧɨɣ. ȼ ɷɬɨɣ ɫɢɬɭɚɰɢɢ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɫɪɚɡɭ ɢɫɤɚɬɶ ( )lim

x
b f x

→∞
= , ɟɫɥɢ ɨɧ 

ɤɨɧɟɱɟɧ.  

ɇɚɩɪɢɦɟɪ, ɮɭɧɤɰɢɹ, ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɧɚɹ ɜ ɩɪɢɦɟɪɟ 1, ( ) ( )23

2

3

4

x
f x

x

−
=

−
 ɢɦɟɟɬ 

ɝɨɪɢɡɨɧɬɚɥɶɧɭɸ ɚɫɢɦɩɬɨɬɭ 0y = , ɬɚɤ ɤɚɤ 
( )
( )

23

2

3
lim 0

4x

x
k

x x→∞

−
= =

−
 ɢ  
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( )23

2

3
lim 0

4x

x
b

x→∞

−
= =

−
.  

Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤ-

ɰɢɢ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɡɭɸɬɫɹ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɫɜɨɣɫɬɜɨɦ: 

Ɋɚɫɫɬɨɹɧɢɟ ɨɬ ɬɨɱɤɢ ( ),M MM x y , ɥɟɠɚɳɟɣ ɧɚ 
ɝɪɚɮɢɤɟ ɞɨ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɫɬɪɟɦɢɬɫɹ ɤ ɧɭɥɸ ɩɪɢ ɭɫ-
ɥɨɜɢɢ, ɱɬɨ ɬɨɱɤɚ ɝɪɚɮɢɤɚ ɭɯɨɞɢɬ ɜ ɛɟɫɤɨɧɟɱ-

ɧɨɫɬɶ, ɬ.ɟ. 2 2
M Mx y+ →∞ . 

 
 
7.6. ɂɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ɢ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɟ ɝɪɚɮɢɤɚ 

ɂɡɭɱɟɧɢɟ ɩɨɜɟɞɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɰɟɥɟɫɨɨɛɪɚɡɧɨ ɩɪɨɜɨɞɢɬɶ ɩɨ ɫɥɟɞɭɸɳɟɦɭ 

ɩɥɚɧɭ: 

1. ɇɚɣɬɢ ɨɛɥɚɫɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɢ ɟɟ ɬɨɱɤɢ ɪɚɡɪɵɜɚ. 
2. Ɉɬɦɟɬɢɬɶ ɬɚɤɢɟ ɫɜɨɣɫɬɜɚ, ɤɚɤ ɱɟɬɧɨɫɬɶ, ɧɟɱɟɬɧɨɫɬɶ, ɩɟɪɢɨɞɢɱɧɨɫɬɶ (ɟɫɥɢ ɨɧɢ 

ɟɫɬɶ). 

3. ȼɵɱɢɫɥɢɬɶ ɩɟɪɜɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɢ ɧɚɣɬɢ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɢ ɜɨɡɪɚɫɬɚɧɢɹ ɢ ɭɛɵɜɚ-
ɧɢɹ ɮɭɧɤɰɢɢ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɟɟ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɵ. 

4. ɇɚɣɬɢ ɜɬɨɪɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ ɢ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɬɶ ɮɭɧɤɰɢɸ ɧɚ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɶ. ɇɚɣɬɢ 

ɬɨɱɤɢ ɩɟɪɟɝɢɛɚ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

5. ɇɚɣɬɢ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

6. ȿɫɥɢ ɧɚɞɨ, ɧɚɣɬɢ ɞɨɩɨɥɧɢɬɟɥɶɧɵɟ ɬɨɱɤɢ, ɧɚɩɪɢɦɟɪ, ɬɨɱɤɢ ɩɟɪɟɫɟɱɟɧɢɹ ɝɪɚ-
ɮɢɤɚ ɫ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɵɦɢ ɨɫɹɦɢ. 

7. ɉɨɫɬɪɨɢɬɶ ɝɪɚɮɢɤ. 

ɉɪɢɦɟɪ 9. ɂɫɫɥɟɞɨɜɚɬɶ ɮɭɧɤɰɢɸ ( )
( )

3

2
1

x
f x

x
=

−
. 

ſ 1) Ɉɛɥɚɫɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ( ) ( ) ( ),1 1,D f = −∞ ∪ +∞ . Ɍɨɱɤɚ 
1x =  - ɬɨɱɤɚ ɪɚɡɪɵɜɚ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

2) Ɏɭɧɤɰɢɹ ɧɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɢ ɱɟɬɧɨɣ, ɧɢ ɧɟɱɟɬɧɨɣ. 

3) ɂɫɫɥɟɞɭɟɦ ɮɭɧɤɰɢɸ ɧɚ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɶ ɢ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɵ. Ⱦɥɹ ɷɬɨɝɨ ɧɚɣɞɟɦ ɩɪɨ-

ɢɡɜɨɞɧɭɸ: ( ) ( )
( )

2

3

3

1

x x
f x

x

−
′ =

−
 ɢ ɢɫɫɥɟɞɭɟɦ ɟɟ ɡɧɚɤ. 

 
Ɏɭɧɤɰɢɹ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),1−∞  ɢ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ )3,+∞ , ɢ 

ɭɛɵɜɚɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ]1,3 . ȼ ɬɨɱɤɟ 3x =  ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɦɢɧɢɦɭɦ, ɩɪɢɱɟɦ 

( ) 27
3

8
f = . 
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4) ɂɫɫɥɟɞɭɟɦ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɶ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. ɇɚɣɞɟɦ ɟɟ ɜɬɨɪɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ: 

( )
( )4

6

1

x
f x

x
′′ =

−
 ɢ ɢɫɫɥɟɞɭɟɦ ɟɟ ɡɧɚɤ.  

 
Ɏɭɧɤɰɢɹ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɜɟɪɯ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ),0−∞  ɢ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɧɢɡ ɧɚ ɤɚɠ-

ɞɨɦ ɢɡ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɨɜ ( )0,1  ɢ ( )1,+∞ . Ɍɨɱɤɚ 0x =  - ɬɨɱɤɚ ɩɟɪɟɝɢɛɚ ɮɭɧɤɰɢɢ ɢ 

( )0 0f = . 

5) ɇɚɣɞɟɦ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɝɪɚɮɢɤɚ ɮɭɧɤɰɢɢ. ɋɧɚɱɚɥɚ ɜɨɡɶɦɟɦ ɬɨɱɤɭ ɪɚɡɪɵɜɚ ɮɭɧɤ-

ɰɢɢ ɢ ɧɚɣɞɟɦ ɩɪɟɞɟɥ ɮɭɧɤɰɢɢ ɩɪɢ x , ɫɬɪɟɦɹɳɟɦɫɹ ɤ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ: 

( )

3

21
lim

1x

x

x→
= +∞

−
, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɩɪɹɦɚɹ 1x =  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨ-

ɬɨɣ ɝɪɚɮɢɤɚ. Ⱦɥɹ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɧɚɤɥɨɧɧɨɣ 

ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɜɵɞɟɥɢɦ ɰɟɥɭɸ ɱɚɫɬɶ ɢɡ ɞɪɨ-

ɛɢ ( )
( ) ( )

3

2 2

3 2
2

1 1

x x
f x x

x x

+
= = + +

− −
. Ɍɚɤ 

ɤɚɤ 
( )2
3 2

lim 0
1x

x

x→∞

+
=

−
, ɬɨ ɩɪɹɦɚɹ 2y x= +  

ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɚɤɥɨɧɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ. 

6) Ɍɟɩɟɪɶ ɦɨɠɧɨ ɩɨɫɬɪɨɢɬɶ ɝɪɚɮɢɤ 

ɮɭɧɤɰɢɢ. ƀ 

 

ɉɪɢɦɟɪ 10. ɂɫɫɥɟɞɨɜɚɬɶ ɮɭɧɤɰɢɸ ( )
2

3

2

x
f x

x
=

+
. 

ſ 1) Ɉɛɥɚɫɬɶ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ( ) ( ) ( ), 2 2,D f = −∞ − ∪ − +∞ . 

Ɍɨɱɤɚ 2x = −  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɬɨɱɤɨɣ ɪɚɡɪɵɜɚ ɷɬɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

2) Ɏɭɧɤɰɢɹ ɧɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɢ ɱɟɬɧɨɣ, ɧɢ ɧɟɱɟɬɧɨɣ. 

 

3) ɂɫɫɥɟɞɭɟɦ ɮɭɧɤɰɢɸ ɧɚ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɶ ɢ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦɵ. ɇɚɣɞɟɦ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ: 

( )
( )43

4

3 2

x
f x

x x

+′ =
+

 ɢ ɢɫɫɥɟɞɭɟɦ ɟɟ ɡɧɚɤ. 

 
Ɏɭɧɤɰɢɹ ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ], 4−∞ −  ɢ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ )0,+∞ , ɢ 

ɭɛɵɜɚɟɬ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ [ )4, 2− −  ɢ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ]2,0− . Ɍɨɱɤɚ 4x = −  - ɬɨɱɤɚ 
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ɦɚɤɫɢɦɭɦɚ, ɩɪɢɱɟɦ ( )4 2f − = − , ɚ ɬɨɱɤɚ 0x =  - ɬɨɱɤɚ ɨɫɬɪɨɝɨ ɦɢɧɢɦɭɦɚ. 
( )0 0f = . 

4) ɂɫɫɥɟɞɭɟɦ ɮɭɧɤɰɢɸ ɧɚ ɜɵɩɭɤɥɨɫɬɶ. ɇɚɣɞɟɦ ɜɬɨɪɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ. 

( )
( )( )

( )743

2 4 2 3 4 2 3

9 2

x x
f x

x x

− + − + +
′′ =

+
 ɢ ɢɫɫɥɟɞɭɟɦ ɟɟ ɡɧɚɤ 

 

Ɏɭɧɤɰɢɹ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɧɢɡ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ ( ), 4 2 3−∞ − −  ɢ ɧɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɟ 

( )2, 4 2 3− − + , ɢ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɜɟɪɯ ɧɚ ɤɚɠɞɨɦ ɢɡ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɨɜ 

( ) ( )4 2 3, 2 , 4 2 3,0− − − − +  ɢ ( )0,+∞ . Ɍɨɱɤɢ 4 2 3x = − ±  ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɬɨɱɤɚɦɢ 

ɩɟɪɟɝɢɛɚ. ( )4 2 3 0,6f − + ≈  ɢ ( )4 2 3 2,1f − − ≈ − . 

5) ɉɪɹɦɚɹ 2x = −  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨɣ 

ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ ɝɪɚɮɢɤɚ, ɬɚɤ ɤɚɤ 

2

3

2
lim

2x

x

x→−
= ∞

+
. Ⱦɥɹ ɭɞɨɛɫɬɜɚ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ 

ɝɪɚɮɢɤɚ, ɧɚɣɞɟɦ ɨɞɧɨɫɬɨɪɨɧɧɢɟ ɩɪɟɞɟɥɵ: 

2

3

2 0
lim

2x

x

x→− −
= −∞

+
 ɢ 

2

3

2 0
lim

2x

x

x→− +
= +∞

+
. 

ɇɚɤɥɨɧɧɵɯ ɚɫɢɦɩɬɨɬ ɧɟɬ, ɬɚɤ ɤɚɤ 

( ) 3f x x∼  ɩɪɢ x →∞ . 

6) ɉɨɫɬɪɨɢɦ ɝɪɚɮɢɤ (ɨɬɦɟɱɟɧɵ ɬɨɱɤɢ ɩɟ-
ɪɟɝɢɛɚ). ƀ 

ɉɪɢɦɟɪ 11. ɉɨɫɬɪɨɢɬɶ ɤɪɢɜɭɸ, ɡɚɞɚɧɧɭɸ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢ: 

( ) ( )
2 2 9

,
1 1

t t t
x t y t

t t

− +
= =

+ −
. 

ſ1) Ʉɪɢɜɚɹ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɩɪɢ 1t ≠ ± , ɬ.ɟ. ɫɨɫɬɨɢɬ ɢɡ ɬɪɟɯ ɜɟɬɜɟɣ: ɞɥɹ 

( ), 1t∈ −∞ − , ɞɥɹ ( )1,1t∈ −  ɢ ɞɥɹ ( )1,t∈ +∞ . 

2) ɇɚɣɞɟɦ ɫɧɚɱɚɥɚ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɤɪɢɜɨɣ.  

x →−∞ , 5,5y →−  ɩɪɢ 1 0t →− − , ɢ x →+∞ , 5,5y →−  ɩɪɢ 1 0t →− + , ɫɥɟɞɨɜɚ-
ɬɟɥɶɧɨ, ɩɪɹɦɚɹ 5,5y = −  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɝɨɪɢɡɨɧɬɚɥɶɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ. 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɟɫɥɢ 1 0t → − , ɬɨ 
1

2
x → , y →−∞ , ɢ, ɟɫɥɢ 1 0t → + , ɬɨ 

1

2
x → , 

y →+∞ , ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɩɪɹɦɚɹ 
1

2
x =  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɨɣ. 
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Ɉɛɟ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ x  ɢ y  ɫɬɪɟɦɹɬɫɹ ɤ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɢ ɬɨɥɶɤɨ ɩɪɢ t →∞ . ɉɨ-

ɷɬɨɦɭ ɩɚɪɚɦɟɬɪɵ ɧɚɤɥɨɧɧɨɣ ɚɫɢɦɩɬɨɬɵ ɧɚɣɞɟɦ ɩɪɢ t →∞ : 

( )
( )

( )( )
( )

2

2

9 1
lim lim 1

1t t

t t ty t
k

x t t t→∞ →∞

− + +
= = =

−
 ɢ 

( ) ( )( )
2 2 2

2

9 8 9
lim lim lim 1

1 1 1t t t

t t t t t
b y t kx t

t t t→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + +
= − = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Ɉɬɫɸɞɚ, ɩɪɹ-

ɦɚɹ 1y x= +  - ɧɚɤɥɨɧɧɚɹ ɚɫɢɦɩɬɨɬɚ ɤɪɢɜɨɣ. 

3) ɇɚɣɞɟɦ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɨɬ ɮɭɧɤɰɢɣ ( )x t  ɢ ( )y t  ɩɨ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ t : 

( ) ( )
( )2

2

1

t t
x t

t

+
′ =

+
 ɢ ( ) ( )( )

( )2

4 2

1

t t
y t

t

− +
′ =

−
, ɢ ɞɜɟ ɩɟɪɜɵɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɨɬ y  ɩɨ x : 

( )( )
( )

2

2

4 1

1
x

t t
y

t t

− +
′ =

−
, ɩɪɢ 2t ≠ −  ɢ 

( ) ( )
( )( )

3

33

1 16 4

2 1
xx

t t
y

t t t

+ −
′′ =

+ −
. 

ɂɫɫɥɟɞɭɟɦ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )x t  ɢ ( )y t  ɧɚ ɦɨɧɨɬɨɧɧɨɫɬɶ. 

         
Ɍɚɤ ɤɚɤ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )x t  ɢ ( )y t  ɨɩɪɟɞɟɥɹɸɬ ɮɭɧɤɰɢɸ ( )y x  ɧɚ ɬɟɯ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚɯ 

ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ t , ɝɞɟ ( )x t  ɦɨɧɨɬɨɧɧɚ, ɬɨ ɦɨɠɧɨ ɫɤɚɡɚɬɶ, ɱɬɨ ɜ ɧɚɲɟɦ 

ɫɥɭɱɚɟ ɦɵ ɢɦɟɟɦ ɬɪɢ ɮɭɧɤɰɢɢ: ( )1y x  ɩɪɢ ( ], 2t∈ −∞ − , ( )2y x  ɩɪɢ 

[ ) ( ]2, 1 1,0t∈ − − ∪ −  ɢ ( )3y x  ɩɪɢ [ )0,t∈ +∞ . 

ɇɚɣɞɟɦ ɧɟɤɨɬɨɪɵɟ ɬɨɱɤɢ, ɥɟɠɚɳɢɟ ɧɚ ɤɪɢɜɨɣ: 

( ) ( )( )1 2 4, 2 5M x y− = − − = − ;  ( ) ( )( )2 0 0, 0 9M x y= = − , 

3

1 1 1 11
,

4 20 4 4
M x y

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
, ( ) ( )4

16
4 , 4 7

5
M x y

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Ɍɟɩɟɪɶ ɫɨɫɬɚɜɢɦ ɫɜɨɞɧɭɸ ɬɚɛɥɢɰɭ ɢɡɦɟɧɟɧɢɹ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɜ ɢɫɤɨɦɨɣ ɤɪɢɜɨɣ  

t  ( )x t  ( )y t  

( ), 2−∞ −  ( )x t  ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɨɬ −∞  ɞɨ 4−  ( )y t  ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɨɬ −∞  ɞɨ 5−  

( )2, 1− −  ( )x t  ɭɛɵɜɚɟɬ ɨɬ 4−  ɞɨ −∞  ( )y t ɭɛɵɜɚɟɬ ɨɬ 5−  ɞɨ 5,5−  

( )1,0−  ( )x t  ɭɛɵɜɚɟɬ ɨɬ +∞  ɞɨ 0  ( )y t  ɭɛɵɜɚɟɬ ɨɬ 5,5−  ɞɨ 9−  

( )0,1  ( )x t  ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɨɬ 0  ɞɨ 1
2

 ( )y t  ɭɛɵɜɚɟɬ ɨɬ 9−  ɞɨ −∞  

( )1,4  ( )x t  ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɨɬ 1
2

 ɞɨ 16
5

 ( )y t  ɭɛɵɜɚɟɬ ɨɬ +∞  ɞɨ 7  

( )4,+∞  ( )x t  ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ ɨɬ 16
5

 ɞɨ +∞  ( )y t  ɜɨɡɪɚɫɬɚɟɬ  ɨɬ 7  ɞɨ +∞  
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ɉɪɢ 4t =  ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ 0xy′ =  ɢ ɦɟɧɹɟɬ ɡɧɚɤ ɫ «-» ɧɚ «+», ɩɨɷɬɨɦɭ ɫɨɨɬ-
ɜɟɬɫɬɜɭɸɳɚɹ ɬɨɱɤɚ ɤɪɢɜɨɣ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɬɨɱɤɨɣ ɦɢɧɢɦɭɦɚ.  

ɉɪɢ 0t =  ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ xy′ = ∞ , ɩɨɷɬɨɦɭ ɧɚɣɞɟɦ 
( )

( )( )

2

2

1
, 2

4 1
y

t t
x t

t t

−
′ = ≠ −

− +
. 

ȼ ɬɨɱɤɟ 0t =  ɷɬɚ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɪɚɜɧɚ ɧɭɥɸ ɢ ɦɟɧɹɟɬ ɡɧɚɤ ɫ «-» ɧɚ «+», ɩɨɷɬɨɦɭ 

ɷɬɚ ɱɚɫɬɶ ɤɪɢɜɨɣ, ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦɚɹ ɤɚɤ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )x x y= , ɢɦɟɟɬ ɦɢɧɢɦɭɦ ɜ ɫɨ-

ɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɣ ɬɨɱɤɟ. 
ɉɪɢ 2t = −  ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ xy′  ɧɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ, ɧɨ ɫɭɳɟɫɬɜɭɸɬ ɟɟ ɩɪɟɞɟɥɶɧɵɟ 

ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɫɩɪɚɜɚ ɢ ɫɥɟɜɚ, ɪɚɜɧɵɟ 1
3

. 

4). ɂɫɫɥɟɞɭɟɦ ɧɚ ɡɧɚɤ ɜɬɨɪɭɸ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ xxy′′ : 

 

ɇɚ ɩɪɨɦɟɠɭɬɤɚɯ ( ) ( ), 2 , 1,0−∞ − −  ɢ ( )1 ,1
4

 ɤɪɢɜɚɹ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɜɟɪɯ, ɧɚ ɩɪɨ-

ɦɟɠɭɬɤɚɯ ( ) ( )12, 1 , 0,
4

− −  ɢ ( )1,+∞  ɤɪɢɜɚɹ ɜɵɩɭɤɥɚ ɜɧɢɡ. ɉɪɢ 1
4

t =  ɜɬɨɪɚɹ 

ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ xxy′′  ɪɚɜɧɚ ɧɭɥɸ ɢ ɦɟɧɹɟɬ ɡɧɚɤ, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɣ 

ɬɨɱɤɟ ɤɪɢɜɚɹ ɢɦɟɟɬ ɩɟɪɟɝɢɛ. ɋɬɪɨɢɦ ɝɪɚɮɢɤ ɮɭɧɤɰɢɢ.ƀ 
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§8 ȼɟɤɬɨɪɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɫɤɚɥɹɪɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ 

 
8.1. Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.8.1. ȿɫɥɢ ɤɚɠɞɨɦɭ ɡɧɚɱɟɧɢɸ t G∈ , ɝɞɟ G ⊂ \ , ɫɬɚɜɢɬɫɹ ɜ ɫɨɨɬ-
ɜɟɬɫɬɜɢɟ ɜɟɤɬɨɪ ( )r t

G
 ɬɪɟɯɦɟɪɧɨɝɨ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɚ, ɬɨ ɛɭɞɟɦ ɝɨɜɨɪɢɬɶ, ɱɬɨ ɧɚ 

ɦɧɨɠɟɫɬɜɟ G  ɡɚɞɚɧɚ ɜɟɤɬɨɪɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ( )r t
G

 ɫɤɚɥɹɪɧɨɝɨ ɚɪɝɭɦɟɧɬɚ t  ɢɥɢ 

ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɹ ( )r t
G

. 

ȿɫɥɢ ɜ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɟ ɡɚɞɚɧɚ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɚɹ ɫɢɫɬɟɦɚ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ, ɬɨ ɡɚɞɚɧɢɟ 
ɜɟɤɬɨɪɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )r t

G
 ɪɚɜɧɨɫɢɥɶɧɨ ɡɚɞɚɧɢɸ ɬɪɟɯ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ 

( ) ( ),x t y t  ɢ ( )z t . Эɬɨ ɦɨɠɧɨ ɡɚɩɢɫɚɬɶ ɜ ɜɢɞɟ ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,r t x t y t z t=
G

 ɢɥɢ, ɢɫ-

ɩɨɥɶɡɭɹ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɵɟ ɨɪɬɵ, ( ) ( ) ( ) ( )r t x t i y t j z t k= + +
G G G G

.  

ȿɫɥɢ ( ) 0,z t t G= ∈ , ɬɨ ɮɭɧɤɰɢɸ ( )r t
G

 ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɞɜɭɦɟɪɧɨɣ. 

Ȼɭɞɟɦ ɫɱɢɬɚɬɶ, ɱɬɨ ɧɚɱɚɥɨ ɜɟɤɬɨɪɚ ( )r t
G

 ɧɚɯɨɞɢɬɫɹ ɜ ɧɚɱɚɥɟ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ, 

ɬ.ɟ. ɜɟɤɬɨɪɵ ( )r t
G

 ɹɜɥɹɸɬɫɹ ɪɚɞɢɭɫ-ɜɟɤɬɨɪɚɦɢ. Ɍɨɝɞɚ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ ɤɨɧɰɨɜ ɷɬɢɯ 

ɜɟɤɬɨɪɨɜ ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɝɨɞɨɝɪɚɮɨɦ ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɢ. 

ɋɢɦɜɨɥɨɦ ( )r t
G

 ɛɭɞɟɦ ɨɛɨɡɧɚɱɚɬɶ ɞɥɢɧɭ ɜɟɤɬɨɪɚ ( )r t
G

, ɬ.ɟ. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2r t x t y t z t= + +
G

. 

 
8.2. ɉɪɟɞɟɥ ɢ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɫɬɶ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.8.2. ȼɟɤɬɨɪ a
G

 ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɩɪɟɞɟɥɨɦ ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɢ ( )r t
G

 ɩɪɢ 

0t t→ , ɟɫɥɢ ( )
0

lim 0
t t

r t a
→

− =
G G

. 

Ɂɚɩɢɫɵɜɚɬɶ ɷɬɨɬ ɮɚɤɬ ɛɭɞɟɦ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ ( )
0

lim
t t

a r t
→

=
GG

. 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.8.1. ȼɟɤɬɨɪ ( )1 2 3, ,a a a a=
G

 ɬɨɝɞɚ ɢ ɬɨɥɶɤɨ ɬɨɝɞɚ ɛɭɞɟɬ ɩɪɟɞɟɥɨɦ 

ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɢ ( )r t
G

 ɩɪɢ 0t t→ , ɤɨɝɞɚ 

( ) ( ) ( )
0 0 0

1 2 3, ,
t t t t t t

x t a y t a z t a
→ → →

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ . 

► ɉɭɫɬɶ ( )
0

lim
t t

a r t
→

=
GG

, ɬ.ɟ. ( )
0

lim 0
t t

r t a
→

− =
G G

. Ɍɨɝɞɚ ( )
0

1t t
x t a

→
⎯⎯⎯→ , 

( ) ( )
0 0

2 3,
t t t t

y t a z t a
→ →

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→  ɬɚɤ ɤɚɤ 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2

1 1 2 3x t a x t a y t a z t a− ≤ − + − + − , 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2

2 1 2 3y t a x t a y t a z t a− ≤ − + − + − , 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2

3 1 2 3z t a x t a y t a z t a− ≤ − + − + − . 
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Ɉɛɪɚɬɧɨ, ɟɫɥɢ ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 2 3, ,
t t t t t t

x t a y t a z t a
→ → →

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ , ɬɨ 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0

2 2 2

1 2 3 0
t t

r t a x t a y t a z t a
→

− = − + − + − →
G G

. ◄ 

Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɜɟɤɬɨɪɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɭɬɜɟɪɠɞɟɧɢɟ: ɞɥɹ ɬɨɝɨ 

ɱɬɨɛɵ ɜɟɤɬɨɪ a
G

 ɛɵɥ ɩɪɟɞɟɥɨɦ ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɢ ( )r t
G

 ɩɪɢ 0t t→  ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɨ ɢ 

ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ, ɱɬɨɛɵ ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɸ ɦɨɠɧɨ ɛɵɥɨ ɩɪɟɞɫɬɚɜɢɬɶ ɜ ɜɢɞɟ 
( ) ( )r t a tγ= +
G GG

, ɝɞɟ ( )
0

0
t t

tγ
→
→
GG

.  

ɋɜɨɣɫɬɜɚ ɩɪɟɞɟɥɨɜ ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɢ 

ɋɜɨɣɫɬɜɨ 1. ȿɫɥɢ ( )
0

lim
t t

r t a
→

=
G G

, ɬɨ ( )
0

lim
t t

r t a
→

=
G G

. 

Ⱦɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɫɥɟɞɭɟɬ ɢɡ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɚ ( ) ( )r t a r t a− ≤ −
G G G G

. 

ɋɜɨɣɫɬɜɨ 2. Ɋɚɜɟɧɫɬɜɨ ( )
0

lim 0
t t

r t
→

=
GG

 ɪɚɜɧɨɫɢɥɶɧɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɭ ( )
0

lim 0
t t

r t
→

=
G

. 

ȼ ɨɞɧɭ ɫɬɨɪɨɧɭ ɷɬɨ ɫɜɨɣɫɬɜɨ ɫɥɟɞɭɟɬ ɢɡ ɫɜɨɣɫɬɜɚ 1, ɚ ɜ ɨɛɪɚɬɧɭɸ ɢɡ ɨɩɪɟ-
ɞɟɥɟɧɢɹ ɩɪɟɞɟɥɚ ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɢ. 

ɋɜɨɣɫɬɜɨ 3. ȿɫɥɢ ( )r t
G

 - ɜɟɤɬɨɪɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ, ɚ ( )f t  - ɫɤɚɥɹɪɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ ɚɪɝɭ-
ɦɟɧɬɚ t G∈ , ɩɪɢɱɟɦ ( )

0

lim
t t

r t a
→

=
G G

 ɢ ( )
0

lim
t t

f t A
→

= , ɬɨ ( ) ( )( )
0

lim
t t

f t r t A a
→

⋅ = ⋅
G G

. 

► ɉɨ ɤɪɢɬɟɪɢɸ ɬɨɝɨ, ɱɬɨ ɱɢɫɥɨ A  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɟɞɟɥɨɦ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )f t , ɩɨ-

ɥɭɱɢɦ ( ) ( )f t A tβ= + , ɝɞɟ ( ) 0tβ →  ɩɪɢ  0t t→ . 

Ⱥɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ( ) ( )r t a tγ= +
G G G

, ɝɞɟ  ( )
0

lim 0
t t

tγ
→

=
GG

. Ɍɨɝɞɚ 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f t r t A t a t A a t a A t t tβ γ β γ β γ⋅ = + + = ⋅ + + +
G G G G GG G

, 

ɩɪɢɱɟɦ   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t a A t t t t a A t t tβ γ β γ β γ β γ+ + ≤ + +
G G G GG G

, 

ɬɚɤ ɤɚɤ ɤɚɠɞɚɹ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɚ ɩɪɚɜɨɣ ɱɚɫɬɢ ɫɬɪɟɦɢɬɫɹ ɤ ɧɭɥɸ, ɬɨ 

( ) ( ) ( ) ( ) 0t a A t t tβ γ β γ+ + →
GG GG

, ɫɥɟɞɨɜɚɬɟɥɶɧɨ, ( ) ( )( )
0

lim
t t

A a f t r t
→

⋅ = ⋅
G G

. ◄ 

ɋɜɨɣɫɬɜɨ 4. ȿɫɥɢ ( )
0

1 1lim
t t

r t a
→

=
G G

 ɢ ( )
0

2 2lim
t t

r t a
→

=
G G

, ɬɨ  

a) ( ) ( )( )
0

1 2 1 2lim
t t

r t r t a a
→

+ = +
G G G G

; 

ɛ) ( ) ( )( )
0

1 2 1 2lim
t t

r t r t a a
→

⋅ = ⋅
G G G G

; 

ɜ) ( ) ( )( )
0

1 2 1 2lim
t t

r t r t a a
→

× = ×
G G G G

. 

► Ɏɨɪɦɭɥɚ a) ɨɱɟɜɢɞɧɨ ɫɥɟɞɭɟɬ ɢɡ ɬɨɝɨ, ɱɬɨ ɩɨ ɭɫɥɨɜɢɸ ɦɨɠɧɨ ɡɚɩɢɫɚɬɶ 

( ) ( )1 1 1r t a tγ= +
G G G

 ɢ ( ) ( )2 2 2r t a tγ= +
G G G

, ɝɞɟ ( ) ( )
0 0

1 2lim lim 0
t t t t

t tγ γ
→ →

= =
GG G

. 

  Ⱦɥɹ ɞɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɚ ɮɨɪɦɭɥɵ ɛ) ɢɫɩɨɥɶɡɭɟɦ ɷɬɢ ɠɟ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɹ ɜɟɤ-

ɬɨɪɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ ɢ ɫɜɨɣɫɬɜɚ ɫɤɚɥɹɪɧɨɝɨ ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɹ: 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 2 1 1 2

r t r t a a a t a t a a

a t a t t t

γ γ

γ γ γ γ

⋅ − ⋅ = + + − ⋅ =

= ⋅ + ⋅ + ⋅

G GG G G G G G G G

G G G GG G  

Ɍɚɤ ɤɚɤ ɜɵɩɨɥɧɟɧɨ ɧɟɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ( )a b a b⋅ ≤
G GG G

, ɬɨ ɩɪɚɜɚɹ ɱɚɫɬɶ ɪɚɡɧɨɫɬɢ 

ɫɬɪɟɦɢɬɫɹ ɤ ɧɭɥɸ. 

Ɏɨɪɦɭɥɚ  ɜ) ɞɨɤɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɚɧɚɥɨɝɢɱɧɨ, ɬɚɤ ɤɚɤ ( )a b a b× ≤
G GG G

. ◄ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.8.3. ȼɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɸ ( )r t
G

 ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɣ ɜ 
ɬɨɱɤɟ 0t t= , ɟɫɥɢ ( ) ( )

0

0lim
t t

r t r t
→

=
G G

. 

ɉɭɫɬɶ ɞɚɧɚ ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɹ ( )r t
G

, ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɚɹ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɨɤɪɟɫɬɧɨɫɬɢ 

ɬɨɱɤɢ 0t t= . Ɋɚɡɧɨɫɬɶ ( ) ( ) ( )0 0 0r t r t t r t∆ = + ∆ −
G G G

 ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɩɪɢɪɚɳɟɧɢɟɦ 

ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɢ ( )r t
G

 ɜ ɬɨɱɤɟ 0t t= .  

Ɉɱɟɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɚ ɜ ɬɨɱɤɟ 0t t=  ɬɨɝɞɚ ɢ ɬɨɥɶɤɨ 

ɬɨɝɞɚ, ɤɨɝɞɚ ( )0
0

lim 0
t

r t
∆ →

∆ =
GG

. 

Ɉɱɟɜɢɞɧɨ ɬɚɤɠɟ, ɱɬɨ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɫɬɶ ɜɟɤɬɨɪɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɬɨɱɤɟ 0t t=  

ɪɚɜɧɨɫɢɥɶɧɚ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɫɬɢ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɧɵɯ ɮɭɧɤɰɢɣ 

( ) ( ) ( ), ,x t y t z t . 

 
8.3. ɉɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɢ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥ 

Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ 4.8.4. 
( )0

0
lim
t

r t

t∆ →

∆
∆

G
, ɟɫɥɢ ɨɧ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ, ɧɚɡɵɜɚɸɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ 

ɜɟɤɬɨɪ-ɮɭɧɤɰɢɢ ( )r t
G

 ɜ ɬɨɱɤɟ 0t t=  ɢ ɨɛɨɡɧɚɱɚɸɬ ( )0r t′
G

, ( )0r t
iG

,  ɢɥɢ 
( )0dr t

dt

G
. 

Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ( ) ( ) ( )0 0
0

0
lim
t

r t t r t
r t

t∆ →

+ ∆ −
′ =

∆

G G
G

. 

ɂɡ ɫɜɨɣɫɬɜ ɩɪɟɞɟɥɨɜ ɫɥɟɞɭɟɬ, ɱɬɨ ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, ,r t x t y t z t′ ′ ′ ′=
G

. 

ɂɡ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɩɨɥɭɱɢɦ ( ) ( ) ( )0 0r t r t t t tγ′∆ = ∆ + ∆ ∆
GG G

, ɝɞɟ 

( )
0

lim 0
t

tγ
∆ →

∆ =
GG

. Ɉɬɫɸɞɚ ɫɥɟɞɭɟɬ ɧɟɩɪɟɪɵɜɧɨɫɬɶ ɜɟɤɬɨɪɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɜ ɤɚɠɞɨɣ 

ɬɨɱɤɟ, ɝɞɟ ɷɬɚ ɮɭɧɤɰɢɹ ɢɦɟɟɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɭɸ. 

ɉɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɟ ( )0r t t′ ∆
G

 ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɨɦ ɜɟɤɬɨɪɧɨɣ 

ɮɭɧɤɰɢɢ, ɚ ɮɭɧɤɰɢɸ, ɢɦɟɸɳɭɸ ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥ, - ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɨɣ. 

ȼɵɹɫɧɢɦ ɝɟɨɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢɣ ɫɦɵɫɥ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɜɟɤɬɨɪɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ. 

ɉɭɫɬɶ ( )r t
G

 ɜɟɤɬɨɪɧɚɹ ɮɭɧɤɰɢɹ, ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɪɭɟɦɚɹ ɜ ɬɨɱɤɟ 0t t= , ɩɪɢɱɟɦ 

( )0 0r t′ ≠
GG

. ɇɚ ɝɨɞɨɝɪɚɮɟ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )r t
G

 ɩɨɫɬɪɨɢɦ ɬɨɱɤɢ ( )0 0 0 0, ,M x y z  ɢ 

( )1 1 1 1, ,M x y z , ɝɞɟ ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, ,x x t y y t z z t= = =  ɢ ( )1 0x x t t= + ∆ , ( )1 0y y t t= + ∆ , 

( )1 0z z t t= + ∆ . Ɍɨɝɞɚ ɩɪɹɦɚɹ 0 1M M  ɧɚɡɵɜɚɟɬɫɹ ɫɟɤɭɳɟɣ, ɚ ɜɟɤɬɨɪ 
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( ) ( ) ( )0 0 0 0 1r t r t t r t M M∆ = + ∆ − =
JJJJJJGG G G

 - ɜɟɤɬɨɪɨɦ 

ɫɟɤɭɳɟɣ. ȿɫɥɢ ( )0 0r t′ ≠
GG

, ɬɨ ɜ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɨɤɪɟ-

ɫɬɧɨɫɬɢ ɬɨɱɤɢ 0t t=  ɜɟɤɬɨɪ ( )0 0r t∆ ≠
GG

 ɢ ɨɬɧɨ-

ɲɟɧɢɟ ( )0 0
r t

t

∆
≠

∆

G G
. Ɍɨɝɞɚ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɨɟ 

ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɫɟɤɭɳɟɣ ɦɨɠɧɨ ɡɚɩɢɫɚɬɶ ɜ ɜɢɞɟ 

( ) ( ) ( )0
0 ,

r t
r r t

t
λ λ λ

∆
= + ∈

∆

G
G G \ . 

ɉɪɢ 0t∆ →  ɬɨɱɤɚ 1M  ɛɭɞɟɬ ɩɟɪɟɦɟɳɚɬɶ-

ɫɹ ɩɨ ɤɪɢɜɨɣ ɢ ɫɬɪɟɦɢɬɶɫɹ ɤ ɬɨɱɤɟ 0M . ɉɪɢ 

ɷɬɨɦ ɫɟɤɭɳɚɹ ɛɭɞɟɬ ɩɨɜɨɪɚɱɢɜɚɬɶɫɹ ɢ ɫɬɪɟɦɢɬɫɹ ɡɚɧɹɬɶ ɩɪɟɞɟɥɶɧɨɟ ɩɨɥɨɠɟɧɢɟ, 
ɤɨɬɨɪɨɟ ɦɵ ɛɭɞɟɦ ɧɚɡɵɜɚɬɶ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɵɦ. Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɟɫɥɢ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ 
( )0 0r t′ ≠

GG
, ɬɨ, ɩɟɪɟɯɨɞɹ ɤ ɩɪɟɞɟɥɭ ɜ ɭɪɚɜɧɟɧɢɢ ɫɟɤɭɳɟɣ, ɩɨɥɭɱɢɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɤɚ-

ɫɚɬɟɥɶɧɨɣ ( ) ( ) ( )0 0 ,r r t r tλ λ λ′= + ∈
G G G \  ɢɥɢ ɜ ɤɚɧɨɧɢɱɟɫɤɨɣ ɮɨɪɦɟ 

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0 0

x x y y z z

x t y t z t

− − −
= =

′ ′ ′
. 

Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɦɵ ɞɨɤɚɡɚɥɢ, ɱɬɨ ( )0r t′
G

 - ɜɟɤɬɨɪ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɨɣ ɤ ɝɨɞɨɝɪɚ-

ɮɭ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )r t
G

 ɜ ɬɨɱɤɟ ( )0 0 0 0, ,M x y z  ɢ, ɱɬɨ ɷɬɨɬ ɜɟɤɬɨɪ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ, ɟɫɥɢ 

( )0 0r t′ ≠
GG

. 

Ɂɚɦɟɱɚɧɢɟ. ɂɧɨɝɞɚ ɩɨɞ ɩɨɧɹɬɢɟɦ «ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɚɹ» ɩɨɧɢɦɚɟɬɫɹ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɵɣ 

ɜɟɤɬɨɪ. Ɍɚɤ ɤɚɤ ɝɪɚɮɢɤ ɨɛɵɱɧɨɣ ɮɭɧɤɰɢɢ ɦɨɠɧɨ ɩɨɧɢɦɚɬɶ, ɤɚɤ ɤɪɢɜɭɸ, ɡɚɞɚɧ-

ɧɭɸ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢɱɟɫɤɢ (ɝɞɟ ɜ ɤɚɱɟɫɜɟ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ ɛɟɪɟɬɫɹ x ), ɬɨ ɩɪɢ ɬɚɤɨɦ ɩɨɞ-

ɯɨɞɟ, ɬɨ ɩɪɢ ɬɚɤɨɦ ɩɨɞɯɨɞɟ ɮɭɧɤɰɢɹ ɧɟ ɛɭɞɟɬ ɢɦɟɬɶ ɤɚɫɚɬɟɥɶɧɭɸ ɜ ɬɨɱɤɚɯ, 
ɝɞɟ ɟɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɚɹ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɚ, ɧɨ ɡɧɚɤ ɷɬɨɣ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨɫɬɢ ɧɟ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧ. 

 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 4.8.2. ȿɫɥɢ ɮɭɧɤɰɢɢ ( )1r t
G

, ( )2r t
G

 ɢ ( )f t  ɢɦɟɸɬ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɜ ɬɨɱɤɟ t , 

ɬɨ ɜ ɷɬɨɣ ɬɨɱɤɟ ɫɩɪɚɜɟɞɥɢɜɵ ɮɨɪɦɭɥɵ 

a) ( )1 2 1 2r r r r′ ′ ′+ = +
G G G G

; 

ɛ) ( )f r f r f r′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅
G G G

; 

ɜ) ( )1 2 1 2 1 2r r r r r r′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅
G G G G G G

; 

ɝ) ( )1 2 1 2 1 2r r r r r r′ ′ ′× = × + ×
G G G G G G

. 

Ⱦɨɤɚɡɚɬɟɥɶɫɬɜɨ ɬɟɨɪɟɦɵ ɥɟɝɤɨ ɫɥɟɞɭɟɬ ɢɡ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɨɣ ɢ 
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и можно применить таблицу ЭБМ, а потом свойства пределов

lim
t→0

6 + t

t
ln

(

1 +
2t(t − 1)

7 + 7t + 2t2

)

= lim
t→0

[
6 + t

t

2t(t − 1)

7 + 7t + 2t2

]

=

= lim
t→0

2(6 + t)(t − 1)

2t2 + 7t + 7
=

2 · (6 + 0) · (0 − 1)

0 + 0 + 7
= −12

7
.

Искомый предел A найдем с помощью основного логарифми-

ческого тождества A = eln A = e−
12
7 =

1
7
√

e12
=

1

e
7
√

e5
.

2. Методические указания
к решению задач по теме
“Вычисление производных”

2.1. Основные понятия

Определение 2.1
Производной функции y = f(x) называется предел от-

ношения приращения функции к приращению аргумента, ко-
гда приращение аргумента стремится к нулю:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)

∆x
= y′ = f ′(x) =

dy

dx
=

df(x)

dx
.

Из четырех стандартных обозначений для производной бу-
дут использоваться в дальнейшем первые два, как более про-
стые.

Определение 2.2
Функция y = f(x) называется дифференцируемой в точке

x = x0, если она имеет в этой точке производную.

Определение 2.3
Функция y = f(x) называется дифференцируемой на неко-

тором интервале, если она является дифференцируемой в каж-
дой точке этого интервала.
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Определение 2.4
Операция вычисления производной называется дифферен-

цированием функции.

С помощью определения производной и свойств пределов
можно доказать [ 1 ]–[ 4 ] следующие правила дифференциро-
вания:

Правило 2.1
Постоянный множитель можно вынести за знак производ-

ной: [cf(x)]′ = cf ′(x).

Правило 2.2
Производная от суммы (или разности) дифференцируе-

мых функций равна сумме (или разности) их производных:
[f(x) ± g(x)]′ = f ′(x) ± g′(x).

Правило 2.3
Производная от произведения дифференцируемых функ-

ций вычисляется по формуле: [f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x)+f(x)g′(x).

Правило 2.4
Производная от отношения дифференцируемых функций

в точках, где знаменатель не обращается в нуль, находится по

формуле:

(
f(x)

g(x)

)
′

=
f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g2(x)
.

Правило 2.5
Если функция y = f(x) является дифференцируемой и

монотонной, причем f ′(x) 	= 0 на некотором интервале, то об-
ратная к ней функция x = ϕ(y) тоже будет монотонной и диф-
ференцируемой и для ее производной2 справедлива формула:

ϕ′

y(y) =
1

f ′

x(x)
.

2Здесь (и в дальнейшем) нижний индекс указывает аргумент, по кото-
рому вычисляется производная функции.
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Определение 2.5
Если функция y = f(x) может быть представлена в виде

y = u(v(x)) или y = u(t), t = v(x), то y называется слож-
ной функцией или композицией функций u и v, а t называется
промежуточным аргументом.

Правило 2.6
Производная от композиции двух дифференцируемых функ-

ций вычисляется по формуле: y′

x = (u(v(x)))′x = u′

vv
′

x.

2.2. Таблица основных производных

С помощью определения производной, основных пределов и
их следствий, а также с помощью правил дифференцирования
можно получить [ 1 ]–[ 4 ] выражения для производных основ-
ных элементарных функций. Результаты принято оформлять
в виде таблицы производных.

Производные элементарных функций

f(x) f ′(x)
c = const 0.
xa axa−1, a ∈ R.

ax ax ln a =
ax

loga e
, a > 0, a 	= 1.

ex ex.

loga x
1

x ln a
=

loga e

x
, a > 0, a 	= 1.

ln x 1/x.
sin x cos x.
cos x − sin x.

tg x
1

cos2 x
.

ctg x − 1

sin2 x
.

arcsin x
1√

1 − x2
.
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arccos x − 1√
1 − x2

.

arctg x
1

1 + x2
.

arcctg x − 1

1 + x2
.

Пример 2.1
Вычислить производную функции y =

3

x
− 2 cos x. Вос-

пользуемся правилами 2.1 и 2.2, а также таблицей производ-
ных:

y′ =

(
3

x
− 2 cos x

)
′

= 3(x−1)′ − 2(cos x)′ =

= 3 · (−1)x−2 − 2(− sin x) = 2 sinx − 3

x2
.

Пример 2.2
Вычислить производную функции y = 3

√
x arctg x. Вос-

пользуемся правилом 2.3 и таблицей производных

y′ = ( 3
√

x arctg x)′ = ( 3
√

x)′ arctg x + 3
√

x(arctg x)′ =

=
1

3
x−

2
3 arctg x + x

1
3

1

1 + x2
=

1

3
3
√

x2 arctg x
+

3
√

x

1 + x2
.

Пример 2.3
Вычислить производную функции y =

sin(log2 x)

2cos x
. Вос-

пользуемся правилом 2.4

y′ =

(
sin(log2 x)

2cos x

)
′

=
(sin(log2 x))′2cos x − sin(log2 x)(2cosx)′

(2cos x)2
.

Производную от числителя и от знаменателя вычислим с по-
мощью правила 2.6. и таблицы производных

(sin(log2 x)
︸ ︷︷ ︸

v(x)

)′ = (sin v)′vv
′

x = cos v(log2 x)′x = cos(log2 x)
1

x ln 2
,
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(2cos x)′ = [cos x = t] = (2t)′tt
′

x = 2t ln 2(cosx)′ = 2cos x ln 2(− sinx).

Теперь завершим вычисление искомой производной

y′ =
1

22 cos x

(
cos(log2 x)2cos x

x ln 2
+ sin(log2 x)2cos x ln 2 sin x

)

=

= 2− cos x

(
cos(log2 x)

x ln 2
+ ln 2 sin x sin(log2 x)

)

.

Пример 2.4
Вычислить производную функции y = 3 arcsin(e− ctg5(7 ln x)).

Данная функция представляет собой композицию пяти функ-
ций, и поэтому правило 2.6 следует применить несколько раз

y′ =
3

√

1 − (e− ctg5(7 ln x))2
(e− ctg5(7 ln x))′ =

=
3e− ctg5(7 ln x)

√
1 − e−2 ctg5(7 ln x)

(− ctg5(7 lnx))′ =

=
3e− ctg5(7 ln x)(−5 ctg4(7 lnx))√

1 − e−2 ctg5(7 ln x)
(ctg(7 lnx))′ =

=
−15e− ctg5(7 ln x)(ctg4(7 lnx))√

1 − e−2 ctg5(7 ln x)

−1

sin2(7 lnx)
(7 lnx)′ =

=
15e− ctg5(7 ln x)(ctg4(7 lnx))√

1 − e−2 ctg5(7 ln x)

1

sin2(7 lnx)

7

x
.

2.3. Правило логарифмического
дифференцирования

Определение 2.6
Логарифмической производной функции y = f(x) на-

зывается производная от натурального логарифма этой функ-

ции (ln y(x))′ =
y′(x)

y(x)
=

f ′(x)

f(x)
.

Предварительное логарифмирование применяется, в част-
ности, для нахождения производной от степенно-показательной
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функции y = u(x)v(x) ⇒ ln y(x) = v(x) lnu(x) ⇒ (ln y(x))′ =
(v(x) lnu(x))′ ⇒

y′(x)

y(x)
= v′(x) lnu(x) + v(x)

u′(x)

u(x)
⇒

y′(x) = y(x)

[

v′(x) lnu(x) + v(x)
u′(x)

u(x)

]

.

Правило 2.7
Производная степенно-показательной функции вычисля-

ется по формуле

(
u(x)v(x)

)′
= u(x)v(x) ln u(x)v′(x) + v(x)u(x)v(x)−1u′(x)

Пример 2.5
Вычислить производную функции y = (arcctg 4

√
x)tg(6x5).

Воспользуемся правилами 2.7, 2.6, 2.1 и таблицей производных

y′ = (arcctg 4
√

x)tg(6x5) ln(arcctg 4
√

x)(tg(6x5))′ +

+ tg(6x5)(arcctg 4
√

x)tg(6x5)−1(arcctg 4
√

x)′ =

= (arcctg 4
√

x)tg(6x5) ln(arcctg 4
√

x)
30x4

cos2(6x5)
+

+ (arcctg 4
√

x)tg(6x5)−1 tg(6x5)(−1)1
4
x−3/4

1 + ( 4
√

x)2
=

= (arcctg 4
√

x)tg(6x5)
[30x4 ln(arcctg 4

√
x)

cos2(6x5)
−

− tg(6x5)

4
4
√

x3(1 +
√

x) arcctg 4
√

x

]

.
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3. Методические указания к решению
задач по теме
“Приложения производных”

Определение 3.1
Функция y = f(x) называется монотонно возрастающей

на интервале (a, b), если большему значению аргумента из это-
го интервала отвечает большее значение функции

a < x1 < x2 < b =⇒ f(x1) < f(x2).

Определение 3.2
Функция y = f(x) называется монотонно убывающей на

интервале (a, b), если большему значению аргумента из этого
интервала отвечает меньшее значение функции

a < x1 < x2 < b =⇒ f(x1) > f(x2).

Известны ([ 1 ]–[ 4 ]) следующие признаки монотонности функ-
ции:

Правило 3.1
Если f ′(x) > 0 во всех точках интервала (a, b), то функция

y = f(x) будет возрастающей на этом интервале.

Правило 3.2
Если f ′(x) < 0 во всех точках интервала (a, b), то функция

y = f(x) будет убывающей на этом интервале.

Правило 3.3
Если f ′(x) = 0 во всех точках интервала (a, b), то функ-

ция y = f(x) является тождественно постоянной на этом ин-
тервале, т.е. принимает одно и то же значение во всех точках
интервала.

Определение 3.3
Точка x0 называется точкой локального максимума функ-

ции y = f(x), если существует окрестность этой точки, в пре-
делах которой выполнено неравенство f(x) � f(x0).
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Определение 3.4
Точка x0 называется точкой локального минимума функ-

ции y = f(x), если существует окрестность этой точки, в пре-
делах которой выполнено неравенство f(x) � f(x0).

Определение 3.5
Точки локальных максимумов и минимумов называются

точками экстремумов функции.

Правило 3.4
Если производная f ′(x) функции y = f(x) в точке экстре-

мума существует, то она обращается в нуль, т.е. f ′(x0) = 0.

Правило 3.5
Если при x < x0 f ′(x) < 0, а при x > x0 f ′(x) > 0, т.е.

производная меняет знак в точке x0 с “-” на “+”, при этом в
самой точке f ′(x0) = 0 или не существует, тогда x0 – точка
локального минимума функции y = f(x).

Правило 3.6
Если при x < x0 f ′(x) > 0, а при x > x0 f ′(x) < 0, т.е.

производная меняет знак в точке x0 с “+” на “-”, при этом в
самой точке f ′(x0) = 0 или не существует, тогда x0 – точка
локального максимума функции y = f(x).

Правило 3.7
Наибольшее или наименьшее значение непрерывной функ-

ции y = f(x) на отрезке [a, b] может достигаться или в точке
экстремума, или на конце отрезка.

Доказательство правил 3.4–3.7 можно найти в [ 1 ]–[ 4 ].

Пример 3.1
Найти наибольшее и наименьшее значения функции y =

x
√

3 − 2 cos x на отрезке
[

−π,
π

2

]

. Чтобы найти точки экстре-
мумов, вычислим производную

y′ = (x
√

3 − 2 cos x)′ =
√

3 · 1 − 2 · (− sin x) = 2 sin x +
√

3.
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Теперь найдем корни производной, принадлежащие заданному

отрезку 2 sin x +
√

3 = 0 ⇐⇒ sin x = −
√

3

2
=⇒ x1 = −π

3
, x2 =

−2π

3
. Вычисляем значения функции в этих точках и на концах

отрезка

f(−π) = (−π)
√

3 − 2 · (−1) ≈ −3, 441.

f

(

−2π

3

)

=

(

−2π

3

)√
3 − 2

(

−1

2

)

≈ −2, 628.

f
(

−π

3

)

=
(

−π

3

)√
3 − 2

(
1

2

)

≈ −2, 814.

f
(π

2

)

=
π

2
·
√

3 − 2 · 0 ≈ 2, 721.

Отв е т: Наибольшее значение f
(π

2

)

=

√
3π

2
, наименьшее зна-

чение f(−π) = 2 − π
√

3.

Определение 3.6
График функции y = f(x) называется выпуклым (вверх)

на интервале (a, b), если он расположен ниже любой касатель-
ной, проведенной к нему на этом интервале.

Определение 3.7
График функции y = f(x) называется вогнутым (выпук-

лым вниз) на интервале (a, b), если он расположен выше любой
касательной, проведенной к нему на этом интервале.

Определение 3.8
Точка x0 называется точкой перегиба графика функции

y = f(x), если в ней меняется характер его выпуклости – во-
гнутости.

Правило 3.8
Если f ′′(x) > 0 во всех точках интервала (a, b), то график

функции y = f(x) будет вогнутым на этом интервале.
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Правило 3.9
Если f ′′(x) < 0 во всех точках интервала (a, b), то график

функции y = f(x) будет выпуклым на этом интервале.

Правило 3.10
Точки, в которых меняется знак второй производной f ′′(x)

являются точками перегибов графика функции y = f(x).

Пример 3.2
Исследовать функцию y = −x3 + 3x2 + 9x− 11 с помощью

первой и второй производных и построить ее график.

1. Областью определения функции является все множество
вещественных (действительных) чисел.

2. Четностью, нечетностью, периодичностью функция не об-
ладает, т.е. является функцией общего вида.

3. Непрерывна во всей области определения и поэтому то-
чек разрыва и вертикальных асимптот график функции
не имеет.

4. Так как функция растет при x → ∞ быстрее линейной:

lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

(

−x2 + 3x + 9 − 11

x

)

= ∞,

то наклонных (и горизонтальных) асимптот график функ-
ции не имеет.

5. При x = 0 y = −11, следовательно график пересекает ось
Oy в точке y = −11.

6. Вычислим первую производную:

y′ = (−x3+3x2+9x−11)′ = −3x2+6x+9 = −3(x+1)(x−3).

По знаку производной находим интервалы монотонности
и экстремумы: при x ∈ (−∞, −1) ∪ (3, ∞) y′ < 0 ⇒
функция убывает; при x ∈ (−1, 3) y′ > 0 ⇒ функция
возрастает. При x = −1 функция имеет локальный ми-
нимум, причем ymin = −(−1)3+3(−1)2+9(−1)−11 = −16;
при x = 3 функция имеет локальный максимум, причем
ymax = −33 + 3 · 32 + 9 · 3 − 11 = 16.
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−20

Рис. 1. График функции y = −x
3 + 3x

2 + 9x − 11

7. Вычислим вторую производную: y′′ = (−3x2 + 6x + 9)′ =
−6x + 6 = −6(x − 1). По знаку второй производной на-
ходим интервалы выпуклости, вогнутости и точки пере-
гиба графика функции: при x ∈ (−∞, 1) y′′ > 0, следо-
вательно график вогнутый; при x ∈ (1, ∞) y′′ < 0, сле-
довательно график выпуклый. При x = 1 график име-
ет точку перегиба, причем ордината точки перегиба y =
−13 + 3 · 12 + 9 · 1 − 11 = 0, т.е. в точке перегиба график
функции пересекает ось Ox.

8. По найденным характерным точкам строим график функ-
ции (рис. 1). Разными штриховками показаны участки
выпуклости и вогнутости графика.

4. Решение типового варианта
индивидуального задания

Каждый вариант индивидуального задания содержит де-
сять задач, из которых в первых двух требуется вычислить
пределы функций. Методика решения этих задач была подроб-
но изложена в разделе 1.

20



Задание 4.3
Найти производную функции y = 15 log5 x − 4 ctg x.

y′ = 15(log5 x)′ − 4(ctg x)′ =
15

x ln 5
− 4 · −1

sin2 x
=

15

x ln 5
+

4

sin2 x
.

Задание 4.4
Найти производную функции y = 11 arcctg x · 3x.

y′ = 11 [(arctg x)′3x + arctg x(3x)′] = 11

(
3x

1 + x2
+ arctg x3x ln 3

)

.

Задание 4.5
Найти производную функции y =

6 arcsinx

cos x
.

y′ = 6
(arcsin x)′ cos x − arcsin x(cos x)′

cos2 x
=

=
6

cos2 x

(
cos x√
1 − x2

+ sin x arcsin x

)

.

Задание 4.6
Найти производную функции y = 5 sin(11 arccos 4

√
x).

y′ = 5 cos(11 arccos 4
√

x)(11 arccos 4
√

x)′ =

= 5 cos(11 arccos 4
√

x)
−11( 4

√
x)′

√

1 − ( 4
√

x)2
=

=
−55 cos(11 arccos 4

√
x)

√

1 −
√

x

x−3/4

4
=

−55 cos(11 arccos 4
√

x)

4
4
√

x3
√

1 −
√

x
.

Задание 4.7
Найти производную функции y = 7 log7

7(8 tg(9x9)).

y′ = 7 · 7 log6
7(8 tg(9x9))(log7(8 tg(9x9)))′ =

49 log6
7(8 tg(9x9))

(8 tg(9x9))′

8 tg(9x9) ln 7
=

49 log6
7(8 tg(9x9))

tg(9x9) ln 7

(9x9)′

cos2(9x9)
=

=
49 log6

7(8 tg(9x9))

cos2(9x9) tg(9x9) ln 7
9 · 9x8 =

7938x8 log6
7(8 tg(9x9))

ln 7 sin(18x9)
.
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Задание 4.8
Найти производную функции y = 5(arcctg

√
x)5e(x10)

.

y′ = 5
[
(arcctg

√
x)5e(x10)

ln(arcctg
√

x)(5e(x10))′ +

+ 5e(x10)(arcctg
√

x)5e(x10)−1

(arcctg
√

x)′
]

=

= 5(arcctg
√

x)5e(x10)
[

ln(arcctg
√

x)5e(x10)(x10)′ +

+ 5e(x10) −(
√

x)′

arcctg
√

x(1 + (
√

x)2)

]

= 25e(x10)(arcctg
√

x)5e(x10) ·

·
[

ln(arcctg
√

x)10x9 − 1/2x−1/2

(1 + x) arcctg
√

x

]

= (arcctg
√

x)5e(x10) ·

·25e(x10)[10x9 ln(arcctg
√

x) − 1

2
√

x(1 + x) arcctg
√

x

]

.

Последние два задания связаны с различными приложени-
ями производных. Эти приложения даны в разделе 3.

Задание 4.9
На интервале [−6, 6] найти наибольшее и наименьшее зна-

чения функции y = 2x + 11 ln(x2 − 10x + 26) + 46 arctg(x − 5).
Сначала вычислим и упростим производную, разложив квад-
ратный трехчлен в числителе на множители и выделив полный

квадрат в знаменателе y′ =
2(x − 2)(x + 3)

(x − 5)2 + 1
. Видно, что корней

в знаменателе производной нет, поэтому наибольшее и наи-
меньшее значения функция может принимать или в точках, в
которых производная обращается в нуль (т.е. в точках x = 2 и
x = −3), или на концах интервала (т.е. в точках x = −6 или
x = 6). Вычислим значения функции в указанных точках:

y(−6) = −12 + 11 ln 122 + 46 arctg(−11) ≈ −27.24,

y(−3) = −6 + 11 ln 65 + 46 arctg(−8) ≈ −26.61,

y(2) = 4 + 11 ln 10 + 46 arctg(−3) ≈ −28.12,

y(6) = 12 + 11 ln 2 + 46 arctg(1) ≈ 55.75.

Отв е т: Наибольшее значение ymax ≈ 55.75 достигается на пра-
вом конце интервала, т.е. при x = 6; наименьшее значение
ymin ≈ −28.12 достигается внутри интервала в точке x = 2.
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Задание 4.10
Исследовать функцию y =

x3

6
(x2 − 5) и построить ее гра-

фик по характерным точкам. Функция определена при всех
вещественных значениях x; непрерывна во всей области су-
ществования; точек разрыва и асимптот график функции не
имеет. Функция является нечетной, так как y(−x) = −y(x) и
ее график симметричен относительно начала координат. Вы-
числим производную

y′ =

(
x5

6
− 5x3

6

)
′

=
5x4

6
− 15x2

6
=

5x2

6
(x +

√
3)(x −

√
3).

По знаку производной определяем, что функция возрастает

1 2−1−2−3

1

2

−1

−2

x

Рис. 2. График функции y =
x

3

6
(x2 − 5)

при x ∈ (−∞;−
√

3) ∪ (
√

3; +∞) и убывает при x ∈ (−
√

3,
√

3).
При x = −

√
3функция имеет местный максимум ymax = y(−

√
3) =√

3. При x =
√

3 функция имеет местный минимум ymin =
y(
√

3) = −
√

3. Отметим, что в точке x = 0 экстремума нет,
так как производная не меняет знак в этой точке. Вычислим

вторую производную y′′ =

(
5x4

6
− 15x2

6

)
′

=
20x3

6
− 10x

2
=

10x

3

(

x2 − 3

2

)

=
10x

3

(

x +

√
6

2

) (

x −
√

6

2

)

. По знаку второй
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производной определяем, что при x ∈
(
−∞,−

√
6/2

)
∪

(
0,
√

6/2
)

график функции является выпуклым (вверх), а при x ∈
(
−
√

6/2, 0
)
∪

(√
6/2, +∞

)
является вогнутым (выпуклым вниз). График име-

ет точки перегиба M1 =

(

−
√

6

2
,
7
√

6

16

)

, M2 = (0, 0) , M3 =

(√
6

2
,−7

√
6

16

)

.По найденным характерным точкам строим гра-

фик функции (рис. 2) (точками показаны интервалы вогнуто-
сти, а штрихами – интервалы выпуклости).
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20.       
0
0x =     ( )no x   

    n :  ) 2 2sin (5 )x x+ , 4n  ;  ) 2cos(4 )x x+ , 4n  ;  

) 2ln(1 )x x- + , 2n  ;  ) ln(cos2 )x , 2n  ;  ) ( )2

ln xe x+ , 2n  ;  ) ( )sin cos 1x - , 2n  .  

21. :  ) 
20

cos cos 3
lim
x

x x

x

-
; ) 

/3

sin( /3)
lim

1 2cosx

x

xp

p


-
-

; ) 
1

lim(1 )
2x

x
x tg

p


- ;  

22. :  ) 
0

1 1
lim , ,

nm

x

ax bx
m n

x

+ - +
Î ;  ) ( )2 2

0
lim 1 1
x

x x x x


+ + - - + ;  

) 
3

20

cos cos
lim

sinx

x x

x

-
; ) ( )3 2 23lim 3 2

x
x x x x

+¥
+ - - .  

23. :  ) 
0

lim ln
x
x x

+
;  ) 

0
lim
lnx

x

x+
;  ) 

20

ln cos
lim
x

x

x
.   

24. :  ) ( )tg
/2

lim sin
x

x
x

p
;  ) ( ) 2

1

0
lim cos x

x
x


;  ) 

2

1

0

sin
lim

x

x

x

x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
.  

25. :  ) 
0

ln ch2
lim
ln cos 3x

x

x
;   ) ( )2lim cos

x
x xp

¥
+ ; ) 

1
lim(1 )log 2x
x

x


- .  

26. :  ) ( )12lim , 0
nn

n
n a a a

+

+¥
- > ;  ) 

1 1
lim sin cos

x

x x x¥

æ ö÷ç + ÷ç ÷çè ø
;  ) 

( )
( )

2

4 2

ln
lim
ln

x

xx

x e

x e+¥

+

+
.  

27.        : ) 
1

( ) xf x e
-

= ;  ) 
2

2

8 12
( )

5 6

x x
f x

x x

- +
=

- +
;  

) 
1

( ) (1 )xf x x= + ;  ) 
1

( ) sinf x x
x

= ;  ) 
2 3 2
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x x
f x

x
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= ;  ) ( ) lnf x x x= .  
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28.   ,     f x    0x :  

) ( )f x x= , 
0
4x = ;  ) ( )f x x x= , 

0
0x = ;  ) ( ) 2 lnf x x x= , 0x  ,  0 0f  , 

0
0x = .  

29.      :   

) y x=    0x  ;  )  
2 0,1

0x

ɩɪи xx x
f x

ɩɪи xe

  
  

   0x  ;   

) ( ) 1 xf x x e= -    1x  ;  )    
1

0,1

00

x ɩɪи xx xf x
ɩɪи x

    
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)  
 2sin

, 0,
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x
x

f x x

x


 

 
 

   0x  .   

30.       f x :  

)     f x x x x ;  )      2 2sin cos cos sin f x x x ;  )   2

cos 2 xf x e x ;  
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)   sin xf x x ;  )    
x xe ef x e x ;  )     3 2ln ln lnf x x ; 
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2

arcsin 1 1
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2 11
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f x
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3 1
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1
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2
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4
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
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2 2
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 
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2
1
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x
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