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Çàäàíèå 1. Ñ ïîìîùüþ èçîêëèí íà÷åðòèòü ïðèáëèæåííî ðåøåíèÿ
äàííûõ óðàâíåíèé. Âûäåëèòü îáëàñòè âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ) ðåøåíèé
([3, � 1], [5, � 2]).

1. y′ = 2x(1− y); 2. y′ = 2y;
3. y′ = y − x; 4. y′ = y − x2 + 2x− 2;
5. y′ = (y − 1)2; 6. y′ = (y − 1)x;
7. y′ = x2 − y2; 8. y′ = 2(2x− y);
9. y′ = y − x2; 10. y′ = x2 + 2x− y;
11. y′ = 1− y; 12. y′ = 2− x;
13. y′ = x2 + y; 14. y′ = x2;
15. y′ = x + y; 16. y′ = x− 2y;
17. y′ = cos(x− y); 18. y′ = (y − x)/(y + x);
19. y′ = (y + 1)/(x− 1); 20. y′ = (x + y)/(x− y);
21. y′ = (x− 1)/y; 22. y′ = (2x− y)/x;
23. y′ = −x/(4y); 24. y′ = (x− 2y + 3)/2;
25. y′ = −y/x; 26. y′ = 2/x− 1.

Çàäàíèå 2. Ñîñòàâèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ è
ðåøèòü èõ ([3, � 3], [5, � 5], [6]).

Ïðè âûïîëíåíèè äàííîãî çàäàíèÿ âîçìîæíî ïðèìåíåíèå äâóõ ìåòîäîâ:
1) ìåòîäà ïðèðàùåíèé è 2) ñ èñïîëüçîâàíèåì ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïðîèç-
âîäíîé êàê ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ íåðàâíîìåðíîãî ïðîöåññà.

Â ïåðâîì ìåòîäå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y = y(x + ∆x) − y(x) íà
ìàëîì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà [x, x + ∆x] ñëåäóåò âûðàçèòü ÷å-
ðåç äàííûå çàäà÷è. Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ∆x → 0 âîçíèêàåò
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå òðåáóåòñÿ ðåøèòü.

Ïðè ïðèìåíåíèè âòîðîãî ìåòîäà ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè
ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå èç íèõ.

1. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
òî÷êè ìàññû m ñî ñêîðîñòüþ v ïîä äåéñòâèåì ñèëû F èìååò âèä

m
dv

dt
= F.

2. Çàêîí èçëó÷åíèÿ Íüþòîíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñêîðîñòü îñòû-
âàíèÿ èëè íàãðåâàíèÿ òåëà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóð òåëà è
îêðóæàþùåé ñðåäû.
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3. Çàêîí òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà,
ïðè êîòîðîì êîëè÷åñòâî òåïëà, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç êàêóþ-ëèáî ïëîùàäêó,
ïîñòîÿííî, òî åñòü òåìïåðàòóðà T êàæäîé òî÷êè íå çàâèñèò îò âðåìåíè
è ìåíÿåòñÿ òîëüêî ñ ðàññòîÿíèåì òî÷åê îò íåêîòîðîé îñè. Â ýòîì ñëó÷àå
êîëè÷åñòâî òåïëà dq , ïðîõîäÿùåå ÷åðåç áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïëîùàäêó, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ ê íåêîòîðîé îñè, â íàïðàâëåíèè ýòîé îñè çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè dt , ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîùàäè ïëîùàäêè ds , äëèòåëüíîñòè ïðî-
ìåæóòêà dt è ñêîðîñòè ïàäåíèÿ òåìïåðàòóðû â ýòîì íàïðàâëåíèè, òî åñòü

dq = −λ
dT

dn
dsdt,

ãäå λ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Çíàê ìèíóñ óêàçûâàåò, ÷òî ïîòîê
òåïëà äâèæåòñÿ â ñòîðîíó ïàäåíèÿ òåìïåðàòóðû.

4. Çàêîí Êèðõãîôà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñóììà ïàäåíèé íàïðÿæåíèÿ
íà âñåõ ó÷àñòêàõ öåïè ðàâíà ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëå. Ïðè ýòîì ïàäåíèå íà-
ïðÿæåíèÿ íà ñîïðîòèâëåíèè R ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå uR = Ri , ãäå
i � âåëè÷èíà òîêà. Ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà èíäóêòèâíîñòè L âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå uL = −Ldi

dt .

Ïðèìåð 1. Â ïîìåùåíèè öåõà âìåñòèìîñòüþ 10 800 ì3 âîçäóõ ñî-
äåðæèò 0, 12 % óãëåêèñëîòû. Âåíòèëÿòîðû äîñòàâëÿþò ñâåæèé âîçäóõ, ñî-
äåðæàùèé 0, 04 % óãëåêèñëîòû, â êîëè÷åñòâå a ì3 â ìèíóòó. Ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî êîíöåíòðàöèÿ óãëåêèñëîòû âî âñåõ ÷àñòÿõ ïîìåùåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò
îäíà è òà æå (ñìåøåíèå ÷èñòîãî âîçäóõà ñ çàãðÿçíeííûì ïðîèñõîäèò íåìåä-
ëåííî), ðàññ÷èòàòü, êàêîâà äîëæíà áûòü ìîùíîñòü âåíòèëÿòîðîâ, ÷òîáû ïî
èñòå÷åíèè 10 ìèíóò ñîäåðæàíèå óãëåêèñëîòû íå ïðåâûøàëî 0, 06 % .

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t)(%) ñîäåðæàíèå óãëåêèñëîòû â âîçäó-
õå â ìîìåíò âðåìåíè t . Ïðîñëåäèì, êàê èçìåíèòñÿ ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå
óãëåêèñëîòû â âîçäóõå ∆x = x(t+∆t)−x(t) çà ïðîìåæóòîê îò t äî t+∆t .
Çà âðåìÿ ∆t âåíòèëÿòîðû äîñòàâÿò adt ì3 âîçäóõà, â êîòîðîì ñîäåðæèò-
ñÿ 0, 04 % óãëåêèñëîòû, òî åñòü çà âðåìÿ ∆t äîáàâèòñÿ 0, 04a∆t/100 ì3

óãëåêèñëîòû. Çà ýòî æå âðåìÿ óéäåò a∆t ì3 âîçäóõà, â êîòîðîì ñîäåðæèò-
ñÿ a∆tx(t)/100 ì3 óãëåêèñëîòû. Âûðàæàÿ ∆x â ì3 , ïîëó÷èì óðàâíåíèå
áàëàíñà óãëåêèñëîòû

∆x

100
10800 =

0, 04 a∆t

100
− ax ∆t

100
,

èëè
dx

dt
=

a(0, 04− x)

10800
.
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Îòñþäà
x(t) = 0, 04 + ce−at/10800.

Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x(0) = 0, 12 íàéäåì, ÷òî c = 0, 08 . Ñëåäîâàòåëüíî,

x(t) = 0, 04 + 0, 08e−at/10800.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè âåíòèëÿòîðîâ a âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì
x(10) = 0, 06 . Èìååì 0, 06 = 0, 04 + 0, 08e−a/1080 , îòêóäà

a = 1080 ln 4 ≈ 1500 (ì3/ ìèí).

Ïðèìåð 2. Ñîñóä, ïëîùàäü S = S(h) ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîòîðîãî
åñòü èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ âûñîòû h , íàïîëíåí æèäêîñòüþ äî óðîâíÿ H . Â
äíå ñîñóäà èìååòñÿ îòâåðñòèå ïëîùàäè ω , ÷åðåç êîòîðîå æèäêîñòü âûòå-
êàåò. Èçâåñòíà ñêîðîñòü v = v(h) èçìåíåíèÿ îáúåìà V æèäêîñòè â ñîñóäå
îò óðîâíÿ h æèäêîñòè â ñîñóäå (íàïîðà). Îïðåäåëèòü âðåìÿ t , çà êîòîðîå
óðîâåíü æèäêîñòè ïîíèçèòñÿ îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ H äî ïðîèçâîëü-
íîãî h è âðåìÿ T ïîëíîãî îïîðîæíåíèÿ ñîñóäà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü âûñîòà æèäêîñòè â ñîñóäå â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâ-
íà h . Êîëè÷åñòâî æèäêîñòè ∆V , âûòåêàþùåå èç ñîñóäà çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè îò t äî t + ∆t , ìîæíî ïîäñ÷èòàòü êàê îáúåì öèëèíäðà ñ ïëîùà-
äüþ îñíîâàíèÿ ω è âûñîòîé v(h) . Òàêèì îáðàçîì, ∆V = ωv(h)∆t . Ýòîò
æå îáúåì æèäêîñòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí äðóãèì ñïîñîáîì. Âñëåäñòâèå
óòå÷êè âîäû óðîâåíü h æèäêîñòè â ñîñóäå ïîíèçèòñÿ íà âåëè÷èíó ∆h ,
ñëåäîâàòåëüíî, dV = −S(h)∆h (çíàê ìèíóñ áåðåòñÿ ïîòîìó,÷òî ∆h < 0 ).
Ïðèðàâíèâàÿ äðóã äðóãó îáà âûðàæåíèÿ äëÿ ∆V , ñîñòàâèì óðàâíåíèå

ωv(h)∆t = −S(h)∆h.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0 è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì

dt = − S(h)

ωv(h)
dh,

îòêóäà

t =
1

ω

∫ H

h

S(h)

v(h)
dh.

Âðåìÿ T ïîëíîãî îïîðîæíåíèÿ ñîñóäà îïðåäåëèòñÿ ïî ôîðìóëå

T =
1

ω

∫ H

0

S(h)

v(h)
dh.
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Åñëè èñòå÷åíèå ïðîèñõîäèò ÷åðåç ìàëûé ïàòðóáîê, òî v = µ
√

2gh , ãäå g �
óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, µ � êîýôôèöèåíò ðàñõîäà. Äëÿ âîäû µ = 0, 6 .

Ïðèìåð 3. Âëàãà, ñîäåðæàùàÿñÿ â ñâåæåèñïå÷åííîì õëåáå, èñïàðÿåò-
ñÿ â îêðóæàþùóþ ñðåäó ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó âëàãè
â õëåáå, à òàêæå ðàçíîñòè ìåæäó âëàæíîñòüþ íàñûùåííîãî è îêðóæàþùå-
ãî âîçäóõà. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñâåæåèñïå÷åííîãî õëåáà, ñîäåðæàùåãî
3 êã âëàãè, ïîëîæåíî â ïîìåùåíèå îáúåìîì 100 ì3 , âîçäóõ êîòîðîãî ïåð-
âîíà÷àëüíî èìåë âëàæíîñòü 25 % . Íàñûùåííûé âîçäóõ ïðè òîé æå òåì-
ïåðàòóðå ñîäåðæèò 0, 12 êã âëàãè íà 1 ì3 . Åñëè â òå÷åíèå ïåðâûõ ñóòîê
õëåá ïîòåðÿë ïîëîâèíó ñâîåé âëàãè, òî ñêîëüêî âëàãè â íåì îñòàíåòñÿ ïî
èñòå÷åíèè âòîðûõ ñóòîê?

Ðåøåíèå. Ïóñòü x(t) êã � êîëè÷åñòâî âëàãè â õëåáå â ìîìåíò âðåìåíè
t . Âëàæíîñòü íàñûùåííîãî âîçäóõà ðàâíà

0, 12 êã · 100 ì3

1 ì3 = 12 êã;

ïåðâîíà÷àëüíàÿ âëàæíîñòü âîçäóõà

12 êã · 25 %

100 %
= 3 êã.

Ñëåäîâàòåëüíî, âëàæíîñòü âîçäóõà â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà (3+3−x) êã .
Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è èìååì óðàâíåíèå

dx

dt
= kx(x + 6).

Îòêóäà
x

x + 6
= Ce6kt.

Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x(0) = 3 íàõîäèì, ÷òî C = 1/3 . Òàê êàê
x(1) = 3/2 , òî e6k = 3/5 . Ïîýòîìó

x(t) = [x(t) + 6]
1

3

(
3

5

)t

è, ñëåäîâàòåëüíî,
x(2) = 0, 82 êã.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. à) Öèëèíäðè÷åñêèé áàê âûñîòîé 6 ì è äèàìåòðîì îñíîâàíèÿ 4 ì
ïîñòàâëåí âåðòèêàëüíî è íàïîëíåí âîäîé. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà, çàïîëíÿþ-
ùàÿ áàê, âûòå÷åò èç íåãî ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå ðàäèóñà 1/12 ì, ñäåëàí-
íîå â áàêå?
Îòâåò: t ≈ 17, 7 ìèí.
á) Âåòåð, ïðîõîäÿ ÷åðåç ëåñ, èñïûòûâàÿ ñîïðîòèâëåíèå äåðåâüåâ, òåðÿåò
ñêîðîñòü. Íà áåñêîíå÷íî ìàëîì ïóòè ýòà ïîòåðÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè
âåòðà â íà÷àëå ïóòè è äëèíå ýòîãî ïóòè. Íàéòè ñêîðîñòü âåòðà, ïðîøåäøåãî
â ëåñó 150 ì, çíàÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ åãî ñêîðîñòü áûëà 12 ì/ñ , ïîñëå ïðîõî-
æäåíèÿ â ëåñó ïóòè â 1 ì ñêîðîñòü óìåíüøèëàñü äî 11,8 ì/ñ.
Îòâåò: v ≈ 0, 93 ì/ñ.

2. à) Â ñîñóä, ñîäåðæàùèé 30 ë âîäû, íåïðåðûâíî ñî ñêîðîñòüþ
5 ë/ìèí ïîñòóïàåò ðàñòâîð, â êàæäîì ëèòðå êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ 0,3 êã
ñîëè. Ñìåñü âûòåêàåò èç ñîñóäà ñ òîé æå ñêîðîñòüþ. Ñêîëüêî ñîëè áóäåò â
ñîñóäå ÷åðåç 5 ìèí?
Îòâåò: x(5) ≈ 5, 05 êã.
á) Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé 2 ã áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ìåäëåííî ïî-
ãðóæàåòñÿ â æèäêîñòü. Íàéòè å¼ ñêîðîñòü ÷åðåç 2 ñåêóíäû, ñ÷èòàÿ, ÷òî
ïðè ìåäëåííîì ïîãðóæåíèè ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ æèäêîñòè ïðîïîðöèîíàëü-
íà ñêîðîñòè ïîãðóæåíèÿ (êîýôôèöèåíò ïîãðóæåíèÿ 1).
Îòâåò: v ≈ 12, 36 ì/ñ.

3. à) Ïîïóëÿöèÿ áàêòåðèé óâåëè÷èâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñêî-
ðîñòü ðîñòà â ìîìåíò t (âðåìÿ âûðàæàåòñÿ â ÷àñàõ) ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó
1/(1 + 2t) . Íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè ñîîòâåòñòâóåò 500 îñîáåé. Êàêîé áóäåò
ïîïóëÿöèÿ ïîñëå 6 ÷àñîâ ðîñòà? ïîñëå 8,5 ÷àñîâ?
Îòâåò: ≈ 578; 706 .
á) Ïàðàøþòèñò ïðûãíóë ñ âûñîòû 1,5 êì, à ðàñêðûë ïàðàøþò íà âûñîòå
0,5 êì. Ñêîëüêî âðåìåíè îí ïàäàë äî ðàñêðûòèÿ ïàðàøþòà? Èçìåíåíèåì
ïëîòíîñòè ñ âûñîòîé ïðåíåáðå÷ü. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà ïðîïîðöèîíàëüíî
êâàäðàòó ñêîðîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ïàäåíèÿ ÷åëîâåêà â
âîçäóõå íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè 50 ì/c.
Îòâåò: v(t) = 50 th t/5 ; t = (4 + ln 2) ≈ 23 c.

4. à) Öèëèíäðè÷åñêèé áàê äëèíîé 6 ì è äèàìåòðîì 4 ì ðàñïîëîæåí
ãîðèçîíòàëüíî. Çà êàêîå âðåìÿ âîäà âûòå÷åò èç áàêà, åñëè îòâåðñòèå ðàäè-
óñà 1/12 ì íàõîäèòñÿ íà óðîâíå ñàìîé íèæíåé èç îáðàçóþùèõ öèëèíäðà?
Îòâåò: t ≈ 18, 4 ìèí.
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á) Ïàðàøþòèñò ñïóñêàåòñÿ íà ïàðàøþòå, èìåþùåì ôîðìó ïîëóñôåðû ðà-
äèóñà 4 ì. Åãî ìàññà âìåñòå ñ ìàññîé ïàðàøþòà ðàâíà 82 êã. Íàéòè ñêîðîñòü
ïàðàøþòèñòà ÷åðåç 2 ñ ïîñëå íà÷àëà ñïóñêà è ïóòü, ïðîéäåííûé çà âðåìÿ
t . Ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà F1 = 0, 00081Sv2 , ãäå S �
ïëîùàäü íàèáîëüøåãî ñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî íàïðàâëåíèþ äâèæå-
íèÿ, v � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ.
Îòâåò: v =

√
g/α th(

√
αg t) ; v(2) ≈ 4, 43/ ; S = 1/α ln(ch t(

√
αg t) ;

α = 0, 00081S/m .
5. à) Íàéòè âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî âñÿ âîäà âûòå÷åò èç êîíè÷åñêîé

âîðîíêè âûñîòîé 20 ñì ñ îòâåðñòèåì ïëîùàäüþ 0, 1 ñì2 è óãëîì 90o ïðè
âåðøèíå êîíóñà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïîëîâèíà âîäû âûòåêàåò çà 2 ìèí.
Îòâåò: t ≈ 4, 6 ìèí.
á) Ìåòåîðèò, íàõîäÿùèéñÿ ïîä âëèÿíèåì çåìíîãî ïðèòÿæåíèÿ, èç ñîñòîÿíèÿ
ïîêîÿ íà÷èíàåò ïðÿìîëèíåéíî ïàäàòü íà Çåìëþ ñ âûñîòû h . Êàêîé áûëà
áû ñêîðîñòü ìåòåîðèòà ïðè äîñòèæåíèè èì ïîâåðõíîñòè Çåìëè, åñëè áû
îòñóòñòâîâàëà çåìíàÿ àòìîñôåðà? Ðàäèóñ Çåìëè R = 6377 êì.
Îòâåò: v(h) =

√
2gR(1−R/h), v ≈ 11, 2 êì/ñ ïðè h −→∞ .

6. à) Â ñîñóä, ñîäåðæàùèé 20 ë âîäû, íåïðåðûâíî ñî ñêîðîñòüþ
5 ë/ìèí ïîñòóïàåò ðàñòâîð, â êàæäîì ëèòðå êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ 0,2 êã
ñîëè. Â ñîñóäå ðàñòâîð ïåðåìåøèâàåòñÿ, è ñìåñü âûòåêàåò èç ñîñóäà ñ òîé
æå ñêîðîñòüþ. Ñêîëüêî ñîëè áóäåò â ðàñòâîðå ÷åðåç 4 ìèí?
Îòâåò: m(4) ≈ 2, 4 êã.
á) Ìîòîðíàÿ ëîäêà äâèæåòñÿ â ñïîêîéíîé âîäå ñî ñêîðîñòüþ 10 êì/÷. Íà
ïîëíîì õîäó åå ìîòîð áûë âûêëþ÷åí, è ÷åðåç 20 ñ ñêîðîñòü ëîäêè óìåíü-
øèëàñü äî 6 êì/÷. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ëîäêè ÷åðåç 2 ìèí ïîñëå îñòàíîâêè
ìîòîðà, åñëè ñîïðîòèâëåíèå âîäû ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè ëîäêè.
Îòâåò: v ≈ 0, 466 êì/÷.

7. à) Êðóãëûé öèëèíäðè÷åñêèé áàê ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ, äèàìåòðîì
2 ì è âûñîòîé 2,25 ì íàïîëíåí âîäîé. Îïðåäåëèòü âðåìÿ îïîðîæíåíèÿ áàêà
÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå äèàìåòðîì 0,1 ì â äíå áàêà.
Îòâåò: t ≈ 452 c.
á) Âåòåð, ïðîõîäÿ ÷åðåç ëåñ, èñïûòûâàÿ ñîïðîòèâëåíèå äåðåâüåâ, òåðÿåò
ñêîðîñòü. Íà áåñêîíå÷íî ìàëîì ïóòè ýòà ïîòåðÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè
âåòðà â íà÷àëå ïóòè è äëèíå ýòîãî ïóòè. Íàéòè ñêîðîñòü âåòðà, ïðîøåäøåãî
â ëåñó 150 ì, çíàÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ åãî ñêîðîñòü áûëà 12 ì/ñ , ïîñëå ïðîõî-
æäåíèÿ â ëåñó ïóòè â 1 ì ñêîðîñòü óìåíüøèëàñü äî 11,8 ì/ñ.
Îòâåò: v ≈ 0, 93 ì/ñ.

8. à) Ïóñòîé æåëåçíûé øàð íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì òåïëîâîì
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ñîñòîÿíèè (ò. å. òåìïåðàòóðà â êàæäîé òî÷êå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå ìå-
íÿåòñÿ). Âíóòðåííèé ðàäèóñ øàðà 6 ñì, âíåøíèé � 10 ñì, òåìïåðàòóðà
âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè 200o , âíåøíåé 20o . Íàéòè òåìïåðàòóðó â òî÷êàõ,
íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè 9 ñì îò öåíòðà øàðà. Êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-
âîäíîñòè æåëåçà 0,14.
Îòâåò: T (9) = 50o .
á) Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé 1 ã äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïîä äåéñòâè-
åì ñèëû, ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîé âðåìåíè, îòñ÷èòûâàåìîìó îò ìîìåíòà
t = 0 , è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷êè. ×åðåç 10 ñ
ñêîðîñòü ðàâíÿëàñü 50 ì/ñ, à ñèëà � 4 äèíàì. Êàêîâà áóäåò ñêîðîñòü ñïóñòÿ
ìèíóòó ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ?
Îòâåò: v = 10

√
725 ñì/ñ.

9. à) Ãëþêîçà ââîäèòñÿ â êðîâü áîëüíîãî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
C ã/ìèí. Â òî æå âðåìÿ ãëþêîçà ðàçëàãàåòñÿ è âûâîäèòñÿ èç êðîâåíîñíîé
ñèñòåìû ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé èìåþùåìóñÿ êîëè÷åñòâó ãëþêî-
çû. Çíàÿ ïåðâîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ãëþêîçû â êðîâè, íàéòè ðàâíîâåñíîå
êîëè÷åñòâî ãëþêîçû.
Îòâåò: C/k , ãäå k � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
á) Ôóòáîëüíûé ìÿ÷ âåñîì 0,4 êã áðîøåí ââåðõ ñî ñêîðîñòüþ 20 ì/ñ. Ñî-
ïðîòèâëåíèå âîçäóõà ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ñêîðîñòè è ðàâíî 0,48 ã
ïðè ñêîðîñòè 1 ì/ñ. Âû÷èñëèòü âðåìÿ ïîäúåìà ìÿ÷à è íàèáîëüøóþ âûñî-
òó ïîäúåìà. Êàê èçìåíÿòñÿ ýòè ðåçóëüòàòû, åñëè ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà
ïðåíåáðå÷ü?
Îòâåò: t = 17, 5 ñ, hmax ≈ 16, 3 ì; t = 2 ñ, hmax ≈ 20 ì.

10. à) Ïîãëîùåíèå ñâåòîâîãî ïîòîêà òîíêèì ñëîåì âîäû ïðîïîðöèî-
íàëüíî òîëùèíå ñëîÿ è ïîòîêó, ïàäàþùåìó íà åãî ïîâåðõíîñòü. Ïðè ïðî-
õîæäåíèè ÷åðåç ñëîé òîëùèíû 1 ì ïîãëîùàåòñÿ 1/4 ïåðâîíà÷àëüíîãî ñâå-
òîâîãî ïîòîêà. Êàêàÿ ÷àñòü ñâåòîâîãî ïîòîêà äîéäåò äî ãëóáèíû 4 ì?
Îòâåò: Q(4) = Q0 0, 754 .
á) Âåñ ëåò÷èêà ñ ïàðàøþòîì ðàâåí 80 êã. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà ïðè ñïóñêå
ïàðàøþòà ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó åãî ñêîðîñòè (êîýôôèöèåíò ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè 400). Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ñïóñêà â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
è óñòàíîâèòü ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü ñïóñêà.
Îòâåò: v(t) =

√
mg/k (e2αt − 1)/ (e2αt + 1); vmax =

√
mg/k ≈ 4, 4 ì/ñ.

11. à) Êèðïè÷íàÿ ñòåíà èìååò 30 ñì òîëùèíû. Íàéòè çàâèñèìîñòü
òåìïåðàòóðû îò ðàññòîÿíèÿ òî÷êè îò íàðóæíîãî êðàÿ ñòåíû, åñëè òåìïå-
ðàòóðà 20oC íà âíóòðåííåé è 0oC íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñòåíû. Íàéòè
òàêæå êîëè÷åñòâî òåïëà, êîòîðîå ñòåíà (íà 1 ì3 ) îòäàåò íàðóæó â òå÷åíèå
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ñóòîê. Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè k = 0, 0015 .
Îòâåò: T (x) = (2/3) x ; Q = 864 000 êàë.
á) Êîðàáëü ìàññîé 10 000 ò äâèæåòñÿ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 16 ì/ñ. Ñî-
ïðîòèâëåíèå âîçäóõà ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ñêîðîñòè êîðàáëÿ è ðàâíî
30 ò ïðè ñêîðîñòè 1 ì/ñ. Êàêîå ðàññòîÿíèå ïðîéäåò êîðàáëü ñ âûêëþ÷åí-
íûì äâèãàòåëåì ïðåæäå, ÷åì åãî ñêîðîñòü ñòàíåò ðàâíîé 4 ì/ñ? Çà êàêîå
âðåìÿ êîðàáëü ïðîéäåò ýòî ðàññòîÿíèå?
Îòâåò: S = 462 ì çà 62, 5 ñ.

12. à) Â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ìåæäó âåùåñòâàìè À è Â
îáðàçóåòñÿ âåùåñòâî Ñ. Íàéòè çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà âåùåñòâà Ñ îò âðå-
ìåíè, åñëè â ìîìåíò âñòóïëåíèÿ â ðåàêöèþ êîëè÷åñòâà âåùåñòâ À è Â áûëè
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a è b . Ñêîðîñòü ðåàêöèè ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèç-
âåäåíèþ ðåàãèðóþùèõ ìàññ.
Îòâåò: x(t) = ab (1− e−k(b−a)t)/ (b− ae−k(b−a)t) .
á) Ïóëÿ, äâèãàÿñü ñî ñêîðîñòüþ 400 ì/ñ, ïðîáèâàåò ñòåíó òîëùèíîé 20 ñì
è âûëåòàåò èç íåå ñî ñêîðîñòüþ 100 ì/ñ. Ñ÷èòàÿ ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ ñòåíû
ïðîïîðöèîíàëüíîé êâàäðàòó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïóëè, íàéòè âðåìÿ äâèæå-
íèÿ ïóëè ê ñòåíå.
Îòâåò: t = 3/(20 ln 4) c.

13. à) Ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ ïëîùàäè ëèñòà âèêòîðèè-ðåãèè, èìåþùå-
ãî ôîðìó êðóãà, ïðîïîðöèîíàëüíà ðàäèóñó ëèñòà è êîëè÷åñòâó ñîëíå÷íîãî
ñâåòà, ïàäàþùåãî íà íåãî. Êîëè÷åñòâî ñîëíå÷íîãî ñâåòà ïðîïîðöèîíàëüíî
ïëîùàäè ëèñòà è êîñèíóñó óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ëó÷åé è âåðòèêàëüþ
ê ëèñòó. Íàéòè çàâèñèìîñòü ìåæäó ïëîùàäüþ S ëèñòà è âðåìåíåì t , åñ-
ëè â 6 ÷àñîâ óòðà ýòà ïëîùàäü ñîñòàâëÿëà 1600 ñì 2 , à â 18 ÷àñîâ òîãî æå
äíÿ � 2500 ñì 2 . Ïðèíÿòü, ÷òî óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ëó÷à Ñîëíöà è
âåðòèêàëüþ â 6 ÷àñîâ óòðà è â 18 ÷àñîâ ðàâåí 90o , à â ïîëäåíü � 0o .
Îòâåò: S(t) = 160000 [9− sin π(t− 6)/12]−2 .
á) Íàéòè çàêîí óáûâàíèÿ ëåêàðñòâåííîãî ïðåïàðàòà â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà,
åñëè ÷åðåç 1 ÷àñ ïîñëå ââåäåíèÿ 10 ìã ïðåïàðàòà åãî ìàññà óìåíüøèëàñü
âäâîå. Êàêîå êîëè÷åñòâî ïðåïàðàòà îñòàíåòñÿ â îðãàíèçìå ÷åðåç 2 ÷àñà ?
Îòâåò: 2, 5 ìã.

14. à) Â áàê, â êîòîðîì èìååòñÿ 100 ë 10 % -ãî ðàñòâîðà ñîëè, êàæ-
äóþ ìèíóòó âëèâàåòñÿ 30 ë âîäû è èç íåãî âûòåêàåò 20 ë ñìåñè. Êàêîå
êîëè÷åñòâî ñîëè îñòàíåòñÿ â áàêå ÷åðåç 10 ìèí?
Îòâåò: 2, 5 êã.
á) Â ýêñïåðèìåíòå ñ ãîëîäàíèåì ìàññà èñïûòóåìîãî çà 30 äíåé óìåíüøè-
ëàñü ñî 140 äî 110 êã. Åæåäíåâíûå ïîòåðè ìàññû, ñîãëàñíî íàáëþäåíèÿì,
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áûëè ïðîïîðöèîíàëüíû ìàññå èñïûòóåìîãî. Íàéòè ìàññó èñïûòóåìîãî ÷å-
ðåç 15 äíåé ãîëîäàíèÿ.
Îòâåò: m = 140

√
11/14 êã.

15. à) Òðóáîïðîâîä òåïëîâîé ìàãèñòðàëè (äèàìåòð 20 ñì) çàùè-
ùåí èçîëÿöèåé òîëùèíîé 10 ñì; êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ðàâåí
0, 00017 ; òåìïåðàòóðà òðóáû 160oC, à òåìïåðàòóðà âíåøíåãî ïîêðîâà
30oC. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âíóòðè èçîëÿöèè è êîëè÷åñòâî
òåïëà, îòäàâàåìîå îäíèì ïîãîííûì ìåòðîì òðóáû.
Îòâåò: T (x) = 591, 8− 431, 8 lg x; Q ≈ 20, 027 êàë.

á) Ñêîðîñòü ðîñòà ïîïóëÿöèè â ðàñ÷åòå íà îäíó îñîáü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ñðåäíåé ðîæäàåìîñòüþ β è ñðåäíåé ñìåðòíîñòüþ
γ . Ñðåäíÿÿ ðîæäàåìîñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè è ðàçìåðíîñòè ïîïóëÿ-
öèè. Ñðåäíÿÿ ñìåðòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçìåðó ïîïóëÿöèè ñ ïîëîæè-
òåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè δ . Óâåëè÷åíèå ñìåðòíîñòè
ñ ðîñòîì ïîïóëÿöèè ìîæåò ïðîèñõîäèòü áëàãîäàðÿ ýôôåêòàì ñêó÷åííîñòè
èëè óñèëèâàþùåéñÿ êîíêóðåíöèè çà äîñòóïíûå ïèùåâûå ðåñóðñû. Ïîêà-
çàòü, ÷òî ðàçìåð ðàâíîâåñíîé ïîïóëÿöèè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ñðåäíåé
ðîæäàåìîñòè è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ñðåäíåé ñìåðòíîñòè íà îäíó îñîáü
ïîïóëÿöèè.

16. a) Â çàêðûòîì ïîìåùåíèè îáúåìîì V ì 3 íàõîäèòñÿ îòêðûòûé
ñîñóä ñ âîäîé. Ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ âîäû ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ìåæ-
äó êîëè÷åñòâîì q1 âîäÿíîãî ïàðà, íàñûùàþùåãî 1 ì 3 âîçäóõà ïðè äàííîé
òåìïåðàòóðå, è êîëè÷åñòâîì q âîäÿíîãî ïàðà, èìåþùåãîñÿ â 1 ì 3 âîçäóõà
â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà âîçäóõà è âîäû, à
òàêæå âåëè÷èíà ïëîùàäè, ñ êîòîðîé ïðîèñõîäèò èñïàðåíèå, îñòàþòñÿ íåèç-
ìåííûìè). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ñîñóäå áûëî m0 ã âîäû, à â 1 ì 3 âîçäóõà
q0 ã ïàðà. Ñêîëüêî âîäû îñòàíåòñÿ â ñîñóäå ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè t ?
Îòâåò: m(t) = m0 − V (q1 − q0) (1− e−kt/v) .

á) Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç ñîïðîòèâëåíèÿ R è ñàìîèíäóêöèè
L . Ñ÷èòàÿ èçâåñòíîé ýëåêòðîäâèæóùóþ ñèëó E = E(t) , ðàññ÷èòàòü ñè-
ëó òîêà i = i(t) â öåïè. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà E = E0 = const è
i(0) = i0 .
Îòâåò: i(t) = E0/R + (i0 − E0/R)e−Rt/L.

17. à) Â áàêå íàõîäèòñÿ 100 ë âîäÿíîãî ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî 10 êã ñî-
ëè. Âîäà âëèâàåòñÿ â áàê ñî ñêîðîñòüþ 3 ë/ìèí, ïðè÷åì êîíöåíòðàöèÿ
ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïîñðåäñòâîì ïåðåìåøèâàíèÿ. Ñêîëüêî ñîëè
áóäåò ñîäåðæàòü áàê ïî èñòå÷åíèè ÷àñà? (Êîíöåíòðàöèåé c âåùåñòâà íàçû-
âàåòñÿ êîëè÷åñòâî åãî, çàêëþ÷åííîå â åäèíèöå îáúåìà. Åñëè êîíöåíòðàöèÿ
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ðàâíîìåðíà, òî êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â îáúåìå V ðàâíî cV ). Ñìåñü èç áàêà
âûòåêàåò ñî ñêîðîñòüþ 2 ë/ìèí.
Îòâåò: ≈ 3, 9 êã.
á) Òåëî, íàõîäèâøååñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò â æèäêîñòè, ïîãðóæàåòñÿ â íåå
ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñà áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ñîïðîòèâëåíèå
æèäêîñòè ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ òåëà, åñëè
åãî ìàññà m .
Îòâåò: S(t) = m2g/k2 (e−kt/m − 1) + mgt/k .

18. à) Íàéòè çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ âîçäóõà îò âûñîòû, åñëè èçâåñòíî,
÷òî ýòî äàâëåíèå ðàâíî 1 êã íà 1 ñì3 íà óðîâíå ìîðÿ è 0, 92 êã íà 1 ñì3

íà âûñîòå 500 ì. (Èñïîëüçîâàòü çàêîí Áîéëÿ � Ìàðèîòòà).
Îòâåò: p = e−0,000167 h .
á) Ðàêåòà ïóùåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 100 ì/ñ. Ñî-
ïðîòèâëåíèå âîçäóõà çàìåäëÿåò å¼ äâèæåíèå, ñîîáùàÿ ðàêåòå îòðèöàòåëü-
íîå óñêîðåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå êâàäðàòó å¼ ñêîðîñòè. Îïðåäåëèòü âðåìÿ
äîñòèæåíèÿ ðàêåòîé íàèâûñøåãî ïîëîæåíèÿ.
Îòâåò: t = arctg (31, 62

√
k)/ (3, 162

√
k), k > 0 .

19. à) Â ìîäåëè ýïèäåìèè îäèí çàðàæåííûé èíäèâèäóóì ââîäèòñÿ â
ñîîáùåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n èíäèâèäóóìîâ, âîñïðèèì÷èâûõ ê çàáîëåâàíèþ.
Èíôåêöèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷èñëåííîñòè
çàðàæåííûõ ê ìîìåíòó âðåìåíè t èíäèâèäóóìîâ è ÷èñëåííîñòè èíäèâèäó-
óìîâ, âîñïðèèì÷èâûõ ê çàáîëåâàíèþ â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè. Îïðåäåëèòü
çàâèñèìîñòü ÷èñëà çàðàæåííûõ èíäèâèäóóìîâ îò âðåìåíè.
Îòâåò: (n + 1)/(1 + ne−k(n+1) t) .
á) Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ñî ñêîðîñòüþ, îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé ïðîéäåííîìó ïóòè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò äâèæåíèÿ òî÷êà
íàõîäèëàñü íà ðàññòîÿíèè 5 ì îò íà÷àëà îòñ÷åòà ïóòè è èìåëà ñêîðîñòü
20 ì/ñ. Îïðåäåëèòü ïðîéäåííûé ïóòü è ñêîðîñòü òî÷êè ÷åðåç 10 c ïîñëå
íà÷àëà äâèæåíèÿ.
Îòâåò: S = 45 ì; v = 20/9 ì/ñ.

20. à) Äíî ñîñóäà ïîêðûòî ñìåñüþ ñîëè è íåðàñòâîðèìîãî âåùåñòâà.
Äîïóñêàÿ, ÷òî ñêîðîñòü ðàñòâîðåíèÿ ñîëè ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ìåæ-
äó êîíöåíòðàöèåé â äàííûé ìîìåíò è êîíöåíòðàöèåé íàñûùåííîãî ðàñòâî-
ðà (1 êã ñîëè íà 30 ë âîäû) è ÷òî äàííîå êîëè÷åñòâî ÷èñòîé âîäû ðàñòâî-
ðÿåò 1/3 êã ñîëè â 1 ìèí, íàéòè, ñêîëüêî ñîëè áóäåò ñîäåðæàòü ðàñòâîð
ïî èñòå÷åíèè 1 ÷àñà. Âìåñòèìîñòü ñîñóäà 300 ë.
Îòâåò: x(1) ≈ 18, 1 êã.
á) Óñêîðåíèå ëîêîìîòèâà, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü êîòîðîãî V0 , ïðÿìî ïðîïîð-
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öèîíàëüíî ñèëå òÿãè F è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ìàññå ïîåçäà m . Ñèëà
òÿãè ëîêîìîòèâà F (t) = b− kV (t) , ãäå V (t) ñêîðîñòü åãî â ìîìåíò t , à b

è k � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Íàéòè çàâèñèìîñòü ñèëû òÿãè ëîêîìîòèâà îò
âðåìåíè.
Îòâåò: F (t) = (b− kV0) e−kt/m .

21. à) Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî íåðàñòâîðèìîãî âåùåñòâà ñîäåðæèò â
ñâîèõ ïîðàõ 10 êã ñîëè. Ïîäâåðãàÿ åãî äåéñòâèþ 90 ë âîäû, íàøëè, ÷òî
â òå÷åíèå îäíîãî ÷àñà ðàñòâîðèëàñü ïîëîâèíà ñîäåðæàâøåéñÿ â íåì ñîëè.
Ñêîëüêî ñîëè ðàñòâîðèëîñü áû â òå÷åíèå òîãî æå âðåìåíè, åñëè áû êîëè-
÷åñòâî âîäû áûëî óäâîåíî? Ñêîðîñòü ðàñòâîðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè-
÷åñòâó íåðàñòâîðåííîé ñîëè è ðàçíîñòè ìåæäó êîíöåíòðàöèåé ðàñòâîðà â
äàííûé ìîìåíò è êîíöåíòðàöèåé íàñûùåííîãî ðàñòâîðà (1 êã íà 3 ë).
Îòâåò: x(t) = 5, 2 êã.
á) Ìîòîðíàÿ ëîäêà äâèæåòñÿ ïî îçåðó ñî ñêîðîñòüþ 20 êì/÷. ×åðåç 40 ñ
ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ìîòîðà åå ñêîðîñòü óìåíüøàåòñÿ äî 8 êì/÷. Ñîïðîòèâ-
ëåíèå âîäû ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ëîäêè. Êàêîâà ñêîðîñòü
ëîäêè ÷åðåç 2 ìèí ïîñëå îñòàíîâêè ìîòîðà?
Îòâåò: v = 32/25 êì/÷.

22. à) Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, ñîäåðæàùåå 3 êã âëàãè, áû-
ëî ïîìåùåíî â êîìíàòå îáúåìîì 100 ì3 , âîçäóõ êîòîðîé èìåë âëàæíîñòü
25 % . Íàñûùåííûé âîçäóõ ïðè òîé æå òåìïåðàòóðå ñîäåðæèò 0, 12 êã âëà-
ãè íà 1 ì3 . Åñëè â òå÷åíèå ïåðâûõ ñóòîê âåùåñòâî ïîòåðÿëî ïîëîâèíó ñâîåé
âëàãè, òî ñêîëüêî âëàãè â íåé îñòàíåòñÿ ïî èñòå÷åíèè âòîðûõ ñóòîê? (Âëà-
ãà, ñîäåðæàùàÿñÿ â ïîðèñòîì âåùåñòâå, èñïàðÿåòñÿ â îêðóæàþùóþ ñðåäó
ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó âëàãè â äàííîì âåùåñòâå, à
òàêæå ðàçíîñòè ìåæäó âëàæíîñòüþ îêðóæàþùåãî âîçäóõà è âëàæíîñòüþ
âîçäóõà íàñûùåííîãî).
Îòâåò: x(t) = 0, 82 êã.
á) Ïðè áðîæåíèè ñêîðîñòü ïðèðîñòà äåéñòâóþùåãî ôåðìåíòà ïðîïîðöè-
îíàëüíà åãî íàëè÷íîìó êîëè÷åñòâó. Íàéòè çàâèñèìîñòü ìàññû ôåðìåíòà
îò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áûëî y0 êã ôåðìåíòà. ×å-
ìó ðàâíî ïåðâîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî ôåðìåíòà ïðè áðîæåíèè, åñëè ÷åðåç
3 ÷àñà ïîñëå áðîæåíèÿ êîëè÷åñòâî ôåðìåíòà ñîñòàâëÿëî 0, 5 êã, à ÷åðåç
7 ÷àñîâ � 2êã?
Îòâåò: m(t) = m0e

kt (k > 0) ; m(t) = 2(t−5)/2 ; m(0) = 0, 125
√

2 êã.
23. à) Â ïîïóëÿöèþ áîëüøîãî ðàçìåðà âíåñåíî èíôåêöèîííîå çàáî-

ëåâàíèå. Äîëÿ ëþäåé, ïåðåíåñøèõ çàáîëåâàíèå, âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì ñî
ñêîðîñòüþ [1− x(t)]/3 , ãäå x(t) äîëÿ ëþäåé, ïåðåáîëåâøèõ ýòîé áîëåçíüþ
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çà t ëåò ïîñëå åå âîçíèêíîâåíèÿ â ïîïóëÿöèè. Çà ñêîëüêî ëåò äîëÿ ïåðåáî-
ëåâøèõ äîñòèãíåò 90 % ?
Îòâåò : t = 3 ln |(x0 − 1)/ (x− 1)| .
á) Â ïîìåùåíèå âìåñòèìîñòüþ 10 000 ì 3 âòåêàåò ÷åðåç âåíòèëÿòîðû
1 000 ì 3 ñâåæåãî âîçäóõà â 1 ìèí, ñîäåðæàùåãî 0, 04 % CO 2 . Â 9 ÷à-
ñîâ óòðà â ïîìåùåíèå âõîäÿò ñëóæàùèå è ÷åðåç 30 ìèí ñîäåðæàíèå CO 2

â âîçäóõå ïîâûøàåòñÿ äî 0, 12 % . Êàêîãî ïðîöåíòà CO 2 ìîæíî îæèäàòü â
âîçäóõå ê äâóì ÷àñàì äíÿ?
Îòâåò: x(t) = 0, 124 % .

24. à) Íåêîòîðîå âåùåñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ â äðóãîå ñî ñêîðîñòüþ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó íåïðåîáðàçîâàííîãî âåùåñòâà. Èçâåñòíî, ÷òî êî-
ëè÷åñòâî ïåðâîãî âåùåñòâà ðàâíî 31,4 ã ïî èñòå÷åíèè 1 ÷àñà è 9,7 ã ïî èñ-
òå÷åíèè 3 ÷àñîâ. Îïðåäåëèòü: 1) ñêîëüêî âåùåñòâà áûëî â íà÷àëå ïðîöåññà;
2) ÷åðåç ñêîëüêî âðåìåíè ïîñëå íà÷àëà ïðîöåññà îñòàíåòñÿ 1 % îò ïåðâî-
íà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà.
Îòâåò: m0 ≈ 56, 6 ã, t ≈ 7, 84 ÷àñ.
á) Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé 5 ã áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ìåäëåííî ïîãðó-
æàåòñÿ â æèäêîñòü. Íàéòè åå ñêîðîñòü ÷åðåç 3 ñ, ñ÷èòàÿ ÷òî ïðè ìåäëåííîì
ïîãðóæåíèè ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ æèäêîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ïî-
ãðóæåíèÿ (êîýôôèöèåíò ïîãðóæåíèÿ 1).
Îòâåò: v(3) = 4, 55 m/c .

25. à) Ñòàëüíàÿ øàðîâàÿ îáîëî÷êà ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì 6 ñì è
âíåøíèì ðàäèóñîì 10 ñì íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì òåïëîâîì ñîñòîÿíèè.
Òåìïåðàòóðà íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ðàâíà 200o , à íà âíåøíåé 20o .
Íàéòè òåìïåðàòóðó íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà è êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êî-
òîðîå îòäàåò øàð íàðóæó â òå÷åíèå 1 ñåêóíäû (òåïëîïðîâîäíîñòü ñòàëè
0,14).
Îòâåò: T = 2700/r − 250 ; Q ≈ 4750 êàë .
á) Öèëèíäðè÷åñêèé ðåçåðâóàð ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ âûñîòîé 4,5 ì è äèà-
ìåòðîì 2 ì èìååò íà äíå êðóãëîå îòâåðñòèå ðàäèóñîì 1/8 ì. Óñòàíîâèòü
çàâèñèìîñòü óðîâíÿ âîäû â ðåçåðâóàðå îò âðåìåíè t, à òàêæå îïðåäåëèòü
âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî âûòå÷åò âñÿ âîäà.
Îòâåò: T ≈ 1 ìèí 65 c .

26. à) Íåêîòîðîå âåùåñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ â äðóãîå ñî ñêîðîñòüþ,
ïðîïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó íåïðåîáðàçîâàííîãî âåùåñòâà. Èçâåñòíî,
÷òî êîëè÷åñòâî ïåðâîãî âåùåñòâà ðàâíî 31,4 ã ïî èñòå÷åíèè 1 ÷àñà è 9,7 ã
ïî èñòå÷åíèè 3 ÷àñîâ. Îïðåäåëèòü: 1) ñêîëüêî âåùåñòâà áûëî â íà÷àëå
ïðîöåññà? 2) ÷åðåç ñêîëüêî âðåìåíè ïîñëå íà÷àëà ïðîöåññà îñòàíåòñÿ 1 %
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îò ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà?
Îòâåò: m0 ≈ 56, 6 ã; t ≈ 7, 84 ÷àñ.
á) Â öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå îáúåìîì V0 àòìîñôåðíûé âîçäóõ àäèàáàòè-
÷åñêè (áåç îáìåíà òåïëîòîé ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé) ñæèìàåòñÿ äî îáúåìà
V1 . Âû÷èñëèòü ðàáîòó ñæàòèÿ, åñëè äàâëåíèå âîçäóõà P = P0(V0/V1)

k

(çàêîí Ïóàññîíà), ãäå k ïîñòîÿííàÿ äëÿ äàííîãî ãàçà âåëè÷èíà.
Îòâåò: A = (P0V0/(k − 1))(V k−1

0 /V k−1
1 − 1) .

Çàäàíèå 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ([3, �� 2, 4 � 6], [5, �� 4 � 7]).

1. y′x3 sin y + 2y = xy′;
2. y′ = (y + 2)/(x + 1) + tg ((y − 2x)/(x + 1));
3. y′ + y cos x = e− sinx;
4. y′ = cos(x− y − 1);
5. y′x3 = y2(y − xy′);
6. y′ + cos((x + y)/2) = cos((x− y)/2);
7. y′ = (y +

√
x2 − y2)/x;

8. xdx/(xdy + ydx) =
√

1 + x2;
9. xyy′ =

√
x4 − y4 + y2;

10. (2x + 3y − 1)dx = (5− 4x− 6y)dy;
11. (1 + x2)y′ − 2xy = 4

√
y(1 + x2) arctg x;

12. (2xey + y4)y′ = yey;
13. (2x2y ln y − x)y′ = y;
14. y′ − y2ex = −2y;
15. yy′ + x = (x2 + y2)/2x;
16. (y + 2)dx = (2x + y − 4)dy;
17. dx/(

√
x2 − y) = dy/(2x(1 +

√
x2 − y));

18. xy2y′ − y3 = x4/3;
19. (xchy + shx)y′ + shy + ychx = 0;
20. (y′ + 1) ln((y + x)/(x + 3)) = (y + x)/(x + 3);
21 y′ = 3x +

√
y − x2;

22. (4xy − 3)y′ + y2 = 1;
23. y′ − 8x

√
y = 4yx/(x2 − 1);

24. y′ + tg y = x sec y;
25. (1/x− y2/(x− y)2)dx = (1/y − x2/(x− y)2)dy;
26. y′ = 1/2

√
x + 3

√
y.
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Çàäàíèå 4. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå çà-
äàííîìó óñëîâèþ ([3, �� 4 � 6], [5, �� 4 � 7]).
1. (x− 1)xy′ + y = x2(2x− 1), y(2) = 4;
2. y′ = 1/(x cos y + sin 2y), y(1) = 0;
3. 4y6 + x3 = 6xy5y′, y(1) = 1;
4. (x + 1)y′ = y − 1, y îãðàíè÷åíî ïðè x → +∞;
5. y′ = 2x(π + y), y îãðàíè÷åíî ïðè x → +∞;
6. dy = (2y + x2 + x)dx, y(0) = 0;
7. y′ + y = e−x − xe2x, y(0) = −2;
8. y′ + 2y = e−2x + sin x, y(0) = 1;
9. 2xy′(x− y2) + y3 = 0, y(1) = 1;
10. y′ + 2xy = 2xy2, y(0) = 1;
11. y′ sin x− y cos x = − sin2 x/x2, y → 0 ïðè x → +∞;
12. y′ sin 2x = 2(y + cos x), y îãðàíè÷åíî ïðè x → π/2;
13. y′ + y tg x = 1/ cos x, y(0) = 1;
14. y′ − 2xy = 3x2 − 2x4, y(0) = 2;
15. y′ + y = ex + xe2x, y(0) = −1;
16. y′ + x = x2 − 3y, y(0) = 1;
17. y′ − x = y + sin x, y(0) = 2;
18. y′ − x sin x = y, y(0) = 0;
19. dy = (y − 2e−x)dx, y → 0 ïðè x → +∞;
20. 3y2y′ + y3 = 1, y(0) = 2;
21. 2xy′ − 3y = 3x2y1/3, y(1) = 0;
22. (x + 2y)y′ = 1, y(0) = −1;
23. xy′ − y = x tg y/x, y(1) = π/2;
24. y′ − y = 2x− 3, y(0) = 3;
25. (2ey − x)y′ = 1, y(2) = 0;
26. [2x− ln(y + 1)]dx− x+y

y+1dy = 0, y(1) = 0.

Çàäàíèå 5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. ×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ èñêàòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ([3, � 11], [5,
� 15]).

1. y′′ − y′ = 2e2x cos ex; 2. y′′ − y′ = e2x
√

1− e2x;
3. y′′ − y = 2ex/(1− ex); 4. y′′ − y′ = ex/(1 + ex);

5. y′′ − 2y′ + y = ex/(x2 + 3); 6. y(3) + y′ = sin x/ cos2 x;
7. y′′ − y = 1/(ex + 2); 8. y′′ + 2y′ + 2y = e−x cosec x;
9. y′′ + 2y′ + y = e−x/x; 10. y′′ + 4y = 1/ sin 2x;
11. y′′ + y = 1/(1 + cos2 x); 12. y′′ + y = sin x + 1/ sin x;
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13. y′′ − 2y′ + y = ex/x; 14. y′′ − 2y′ + y = ex/(2x2);
15. y′′ + y = sec x; 16. y′′ − 6y′ + 9y = 2e3x/x;
17. y′′ − 10y′ + 25y = e5x/x2; 18. y′′ + y = 2− cosec x;
19. y′′ + 2y′ + y = xex + 1/(xex); 20. y′′ − 2y′ + y = (x2 + 2x + 2)/x3;

21. y′′ + 2y′ + y = 4e−x(1 + x)1/3; 22. y′′ + y = cos x + 1/ sin x;
23. y′′ + 4y = 2 tg 2x; 24. y′′ + y = 2 cosec2 x;
25. y′′ − y′ − 2y = 3ex/(ex + 1); 26. y′′ + y = 2/sin3 x.

Çàäàíèå 6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. ×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ âûïèñàòü ñ íåîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè. ×èñëîâûå çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ íàéòè äëÿ îäíîãî èç ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè ([3, � 11], [5,
� 15]).
1. y(4) − y = xex + cos x + 3x3 − 1;
2. y′′ + 2y′ + 2y = e−x(cos x + x);
3. y′′ + 2y′ + 5y = e−x cos 2x− 3x2 − xe−x + 4x;
4. y′′ − 2y′ + 2y = xex − 3ex cos x− 1 + x2;
5. y(4) − 4y(3) = ex + 3 sin 2x + 2;
6. y(4) + 2y(3) + y′′ = 2x2 − x + 4e−x + sin x;
7. y(3) + 2y′′ + 5y′ = 2 cos x + x− x2e−x;
8. y′′ − 4y′ = xe2x − sin x + 3x2;
9. y(3) − 2y′ + 4y = e−x cos x− x2 + sin 2x;
10. y(3) − 6y′′ + 11y′ − 6y = 12x2e3x − e2x + sin x;
11. y(3) − 4y′ = xe2x + sin x− x2;
12. y(4) − 4y(3) = e2x + 3 sin 2x− 2 + x2;
13. y(4) + 2a2y′′ + a4y = x2 − 2eax, a > 0;
14. y(4) + 8y′′ + 16y = cos 2x + 6x− e2x;
15. y(4) − 2y(3) + y′′ = e3x + 3x;
16. y(3) − 2y′ + 4y = cos x + x2 + ex sin x;
17. y(4) + y′′ = x2 − x + 2 sin 2x + xex;
18. y(3) − 3y′′ + 3y′ − y = 7x− 2 + cos 2x + ex;
19. y′′ + y′ = x2e−x + 1;
20. y(4) − a4y = 5a4 sin ax + (2x + 3)a4, a > 0;
21. y(3) + y′′ = x2 − 2− 3xex + sin x;
22. y′′ − 6y′ + 8y = 5xe2x + 2e4x sin x;
23. y(4) + y′′ = 7x− 3 cos 2x
24. y(4) − y′′ = (5 + ex) + sin x;
25. y′′ + 4y′ + 4y = xe2x;
26. y′′ − 2y′ + 4y = ex + 2x + cos x.

18



Çàäàíèå 7. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè ([3, � 11], [5, � 16]).

1. y(4) − y = −8e−x + x, y(0) = 0, y′(0) = 2, y′′(0) = −4, y(3)(0) = 6;
2. y′′ + y = 4ex, y(0) = 4, y′(0) = −3;
3. y(3) + 2y′′ + y′ + 2e−2x = 0, y(0) = 2, y′(0) = y′′(0) = 1;
4. y(3) + y′′ = x2 + 2 + 3ex, y(0) = y′(0) = 0, y′′(0) = 1;
5. y′′ + n2y = 5 sin 2x, y(0) = 1, y′(0) = 1;
6. y(3) − y′ = 3(2− x2), y(0) = y′(0) = y′′(0) = 1;
7. y′′ + 3y′ = 3e−3x, y(0) = y′(0) = 0;
8. y′′ + 4y = cos 2x, y(0) = y′(0) = 0;
9. y′′ + 6y′ + 9y = 10 sin x, y(0) = y′(0) = 0;
10. y(3) − y′′ − y′ + y = 3x− 4ex, y(0) = 1, y′(0) = −1, y′′(0) = 0;
11. y′′ − 2y′ = ex(x− 3), y(0) = y′(0) = 2;
12. y′′ − 2y′ + 2y = 4 cos x, y(π) = −4, y′(π) = 0;
13. y(4) − y = 8e2x, y(0) = −1, y′(0) = 0, y′′(0) = 1, y(3)(0) = 0;
14. y′′ − 2y′ = 2ex, y(1) = −1, y′(1) = 0;
15. y′′ − 2y′ + y = ex/(1 + x2), y(0) = y′(0) = 1;
16. y′′ − 2y′ + 2y = −4x sin x, y(0) = 1, y′(0) = 2;
17. y′′ + 4y′ + 4y = 3e−2x, y(0) = 0, y′(0) = 0;
18. y′′ + y = 2 + cos 2x, y(π/2) = y′(π/2) = 0;
19. y(3) − 3y′ − 2y = 9e2x, y(0) = 0, y′(0) = −3, y′′(0) = 3;
20. y′′ − 3y′ + 2y = (x2 + x)e3x, y(0) = 0, y′(0) = 0;
21. y′′ + 16y′ + 15y = 4e−3x/2, y(0) = 3, y′(0) = −5, 5;
22. y′′ − 3y′ + 2y = 2x− 3, y(0) = 0, y′(0) = 0;
23. y(3) − y′ = −2x, y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 2;
24. y′′ − y = x, y(0) = 1, y′(0) = −1;
25. y′′ − 5y′ + 4y = 4x2e2x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
26. y′′ + 2y′ − 3y = ex, y(0) = y′(0) = 0.

Çàäàíèå 8. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ãðèíà ([3, � 13]) è âûïèñàòü ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

ay′′ + by′ + cy = f(x) :

�
âàð.

a b c Êðàåâûå óñëîâèÿ

1. 1 1 0 y′(0) = y(1) = 0

2. 1 0 -4 y(0) = y′(1) = 0

3. x -1 0 y(1) = y′(2) = 0
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�
âàð.

a b c Êðàåâûå óñëîâèÿ

4. 1 0 4 y(0) = y(1) = 0

5. 1 -1 0 y(0) = y′(1) = 0

6. 1 0 -1 y(0) = y′(1) = 0

7. 1 0 3 y(0) = y′(1) = 0

8. 1 0 4 y(0) = y′(1) = 0

9. 1 9 0 y(0) = y′(1) = 0

10. 1 -6 5 y(0) = y(1) = 0

11. 1 0 9 y(0) = y′(1) = 0

12. x -1 0 y′(1) = y(2) = 0

13. 1 0 a2 y(0) = y(π/4) = 0

14. 1 0 9 y(0) = y′(π) = 0

15. x2 2x 0 y(1) = y′(3) = 1

16. x2 0 -2 y(1) = 0, y(2)− 2y′(2) = 0

17. 1 1 0 y′(0) = 0, y(x) → 0 ïðè x →∞
18. x2 2x -2 y(1) = y(2) = 0

19. 1 0 -1 y′(0) = 0, y′(2) + y(2) = 0

20. x 1 0 y(1) = 0, y(x) îãðàíè÷åíî ïðè x → +∞
21. 1 0 9 y(0) = y′(1) = 0

22. 1 1 -2 y(0) = y(1) = 0

23. 1 0 -4 y(0) = y′(1) = 0

24. 1 4 -12 y′(0) = y(1) = 0

25. 1 2 2 y(0) = y′(1) = 0

26. x2 2x -2 y(1) = 0, y(x) îãðàíè÷åíî ïðè x → 0

Çàäàíèå 9. ([1, ãë. 3, � 7], [3, � 14], [6, � 22, � 23], [7, � 22, � 23]). Ðå-
øèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâóìÿ ñïîñîáàìè
(ìåòîäîì Ëàãðàíæà è ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ).

1.

{
x· = 2x + 4y − cos t,

y· = −x− 2y + 3 sin t.
2.

{
x· = x + y + 1 + et,

y· = 3x− y.

3.

{
x· = 4x + 3y − 11t− 2,
y· = 3x + 4y − 14t− 6.

4.

{
x· = 2y − 5x + 40et,

y· = x− 6y + 9e−t.

5.

{
x· = 2x + 3y − 2− 8t,
y· = 3x + 2y + 8et − 7t.

6.

{
x· = 2x + y + sin t,

y· = 4x + 2y + cos t.

7.

{
x· = 2y − 5x + et,

y· = x− 6y + e2t.
8.

{
x· = x− y + 3t2,
y· = 5x− y + 8t + 2.
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9.

{
x· = −3x + y + 5t− 1,
y· = 8x− y + 6− t + 10e−2t.

10.

{
x· = 2x− y + 4,
y· = x + 2t.

11.

{
x· = x + y,

y· = x + y + e5t.
12.

{
x· = 25et − 5x− y,

y· = x− 3y − 36e2t.

13.

{
x· = 2y,

y· = 2x− 3y + e2t.
14.

{
x· = 6x− y − 6t2 − t + 3,
y· = 2y − 2t− 1.

15.

{
x· + 5y = cos 5t,
y· + 5x = sin 5t.

16.

{
x· = 2x + y − 2 sin t,

y· = −2x + sin t.

17.

{
x· = 2x− y − 2et,

y· = 3x− 2y + 4.
18.

{
x· = 2x− y,

y· = −x + 2y − 10 cos t.

19.

{
x· = x− 2y,

y· = 2x− 3y + 1.
20.

{
x· = −x− 5y + 2 sin t,

y· = x + y + 4.

21.

{
x· = −x− y + sin t,
y· = x− 3y − cos t.

22.

{
x· = x + 2y − cos t− 3 sin t,

y· = 4x− y − 3 cos t + sin t.

23.

{
x· = x− 2y + 2t,
y· = 2x− 3y + 1.

24.

{
x· = −x− 2y + 2e−t,

y· = 3x + 4y + e−t.

25.

{
x· = 3x− 2y + 2 cos t,

y· = 4x− 3y + cos t− sin t.
26.

{
x· = 2y − x + 1,
y· = 3y − 2x− t.

Çàäàíèå 10. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè ([3, � 14], [6, � 22, � 23]).

1.


x· = et − y,

y· = x + e−t,

x(0) = y(0) = 1.
2.


x· = 2y + 4,
y· = −2x + 3t− 2et,

x(0) = 3, y(0) = 2.

3.


x· = 2x + y + cos t,

y· = −x + 2 sin t,

x(0) = y(0) = 2.
4.


x· = x− y + 3t2/2,
y· = −4x− 2y + 4t + 1,
x(0) = y(0) = 0.

5.


x· = 4x− 5y − 2t2 + 5t,
y· = −2y + 2t + 1,
x(0) = y(0) = 0.

6.


x· = 4x− 5y + 6t− 3,
y· = 4y + 2− 8t,
x(0) = 1, y(0) = 0.

7.


x· = −3x− 4y + 2t,
y· = x + y + t− 1,
x(0) = y(0) = 0.

8.


x· = y − x + et,

y· = x− y + et,

x(0) = y(0) = 1.

9.


x· = −y + 2x,

y· = −x + 2y − 5et sin t,

x(0) = 2, y(0) = 3.
10.


x· = 4x + y + 36t,
y· = −2x + y + 2et,

x(0) = 0, y(0) = 1.

11.


x· = x + y − t2 + t− 2,
y· = −2x + 4y + 2t2 − 4t− 7,
x(0) = 0, y(0) = 2.

12.


x· = x + y,

y· = −2x− y + t,

x(0) = 0, y(0) = 1.
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13.


x· = 4x− 5y + 4t− 1,
y· = x− 2y + t,

x(0) = 1, y(0) = 0.
14.


x· = −2x + 2y − 20et,

y· = −x− 5y − 13et,

x(0) = 0, y(0) = 1.

15.


x· = y − 7x + 7,
y· = −2x− 5y + 2,
x(0) = 4, y(0) = 0.

16.


x· = −2y + 3t,
y· = −2x + 4,
x(0) = 2, y(0) = 3.

17.


x· = x− y + 2 sin2 t,

y· = 2x− y,

x(0) = y(0) = 0.
18.


x· = 3x + 2y − cos t,

y· = 6x + 4y + 7 sin t,

x(0) = −2, y(0) = 1.

19.


x· = 2x− 4y − 1− 2t,
y· = −x + 5y − 1 + 4t,
x(0) = 1, y(0) = 0.

20.


x· = y,

y· = −x + 1/ cos t,

x(0) = 2, y(0) = 3.

21.


x· = x + et − y,

y· = 2x + 4y − 2,
x(0) = y(0) = 1.

22.


x· = 3x + y + et,
y· = x + 3y − et,

x(0) = −1, y(0) = 2.

23.


x· = x + 2y + 16et,

y· = 2x− 2y,

x(0) = −13, y(0) = −6.
24.


x· = x + 2y,

y· = x− 5 sin t,

x(0) = −1, y(0) = 2.

25.


x· = −x + 2et − 2y,

y· = 1− y − z,

z· = 1− z,

x(0) = y(0) = z(0) = 1.

26.


x· = 2x + y − 2z − t + 2,
y· = 1− x,

z· = x + y − z + 1− t

x(0) = y(0) = z(0) = 0.
Çàäàíèå 11. ([3, � 14], [6, � 22, � 23]). Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé x· = Ax , ãäå x � âåêòîð-ñòîëáåö, A � çàäàííàÿ ìàòðèöà.
Íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó eAt , ýêñïîíåíöèàë eA ìàòðèöû A è
åãî îïðåäåëèòåëü det eA .

1. A =

 −1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 2. A =

 0 1 1
−2 0 −1

2 −1 0


3. A =

 4 2 −2
1 3 −1
3 3 −1

 4. A =

 −3 0 1
−3 0 0

1 −1 0


5. A =

 5 −1 −4
−12 5 12

10 −3 −9

 6. A =

 3 −1 −3
−6 2 6

6 −2 −6


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7. A =

 2 −1 −1
12 −4 −12
−4 1 5

 8. A =

 0 0 4
0 0 1

−1 4 1


9. A =

 2 1 −1
−1 0 1

1 1 0

 10. A =

 3 −2 −1
3 −4 −3
2 −4 0


11. A =

 1 −1 −1
1 1 0
3 0 1

 12. A =

 0 1 1
1 0 1
2 2 1


13. A =

 −2 1 2
−1 0 2
−2 0 3

 14. A =

 1 −1 1
1 1 −1
0 −1 2


15. A =

 2 1 −2
−1 0 0

1 1 −1

 16. A =

 1 −2 −1
−1 1 1

1 0 −1


17. A =

 2 −1 2
1 0 2

−2 1 −1

 18. A =

 3 12 −4
−1 −3 1
−1 −12 6


19. A =

 2 −1 −1
2 −1 −2

−1 1 2

 20. A =

 0 1 −1
1 0 −1
2 2 −3


21. A =

 4 −1 0
3 1 −1
1 0 1

 22. A =

 2 0 −1
1 −1 0
3 −1 −1


23. A =

 2 1 −2
−1 0 0

1 1 −1

 24. A =

 1 0 −1
−6 2 6

4 −1 −4


25. A =

 −1 1 −2
4 1 0
2 1 −1

 26. A =

 2 −1 1
1 1 −1
1 −1 2


Çàäàíèå 12. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, âû-

ÿñíèòü, óñòîé÷èâû ëè ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ óêàçàííûìè
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ([1, � 15], [3, ãë. 5, � 1], [5, ãë. 5, � 1] ).

1. t2x· = −3tx + 2, x(1) = 1; 2. x· = t(x− 1), x(1) = 2;
3. x· = t2 − x, x(1) = 1; 4. x· = 2tx + 2t, x(0) = 0;
5. x· = 2x− t2, x(0) = 0; 6. x· = t2 + 2x, x(0) = 3;
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7. x· = t + x, x(0) = 1; 8. x· = 2 + t, x(0) = 1;
9. tx· − x = 2t2e−2t, x(1) = e−2; 10. x· = (2− t3)x, x(0) = 0;

11.

{
x· = −y, x(0) = 0,
y· = x, y(0) = 0;

12.

{
x· = 4y, x(0) = 0,
y· = −x, y(0) = 0;

13.

{
x· = −x− 3y, x(0) = 0,
y· = 3x− y, y(0) = 0;

14.

{
x· = x− 7y, x(0) = 0,
y· = 2x− 8y, y(0) = 0;

15.

{
2x· + y· = −5y, x(0) = 0,
x· − 2y· = −5x, y(0) = 0;

16.

{
x· + y· = x− y, x(0) = 0,
y· − x· = x + y, y(0) = 0;

17.

{
x· = y, x(0) = 0,
y· = −5x− 2y, y(0) = 0;

18.

{
x· = y, x(0) = 0,
y· = −x− 2y, y(0) = 0;

19.

{
x· = 2y, x(0) = 0,
y· = −4(x + y), y(0) = 0;

20.

{
x· = 8y, x(0) = 0,
y· = −2x, y(0) = 0;

21.

{
x· = 4x− y, x(0) = 0,
y· = −2(x + 3y), y(0) = 0;

22.

{
x· = 3y, x(0) = 0,
y· = −x− 4y, y(0) = 0;

23.

{
x· = y, x(0) = 0,
y· = −2x− 2y, y(0) = 0;

24. x· = 2x− t2x, x(0) = 0;

25. x· = 4x− t2x, x(0) = 0; 26. x· = x− 2t3x, x(0) = 0.

Çàäàíèå 13. ([1, � 15], [3, ãë. 4, �� 27 � 28], [4, � 26], [5, ãë. 5,
� 2]). Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåì:

1.

{
x· = 2ex + 5y − 2 + x4,

y· = x + 6 cos y − 6− y2;
2.

{
x· = 3x− 22 sin y + x2 − y3,

y· = ln(1− 4y) + 2e−9x − 2;

3.

{
x· = x2 + ex+2y − cos 2x,

y· = 2
√

1 + 2x− 2ey − 3y;
4.

{
x· = −3x + 4y + sin2 y − y2,

y· = −2x + sin y + xey;

5.

{
x· = 3x + 4ex − 4 cos(y2),
y· = 2y − 1 + 3

√
1− 6x;

6.

{
x· = 5y2 − 3 cos(x2 + y) + 3e3x,

y· = x− ey2

+
√

1 + 2x;

7.

{
x· = x + 2y − sin(y2),

y· = x(ex2/2 − 1)− x− 3y;
8.

{
x· = 5x + 3

2 sin 2y − y2x,

y· = y5 − 2x + 3e−x−y − 3− y;

9.

{
x· = 3x− 22 sin y + x2 − y5,

y· = y + cos x + 2x− e2y;
10.

{
x· = x2 − 4x 3

√
1− x + cos y − 1,

y· = 2ex+y − 2 + y3;

11.

{
x· = x− y + xex − x3y,

y· = 2x− x cos x + 7y − y5;
12.

{
x· = x2 − ex + 3y + cos y,

y· = sin(x− 2y) + ln(1 + xy);

13.

{
x· = 3ex−y2 − 3 cos(x− y),
y· = sin(x2 − y)− 4x + 15y3;

14.

{
x· = 2x + y + x sin y − y cos y,

y· = x− 3y + xex;

15.

{
x· =

√
4 + 2y − 1− cos2 x,

y· = ex+y − 1− 2x;
16.

{
x· = ex2+y + sin y − cos(x + y),
y· = 2 sin x− ln(1 + y2)− y3;
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17.

{
x· = 3x + 4 cos y − 4ex,

y· = 2 sin x− ln(1 + y2)− y3;
18.

{
x· = 7x + 3 sin y − y2,

y· = ex − 3y − 1 + 2, 5x2;

19.

{
x· = x + ey − cos y,

y· = 3x− y − sin(x− 2y2);
20.

{
x· = −x + 3y − sin y + x2,

y· = −x− 4y + 1− cos(y2);

21.

{
x· = 2 sin(x− 5y) + e3y − 1,
y· = cos x + 3ex+y − 4y − 4;

22.

{
x· = 4ey − 10x− 4 cos y,

y· = 2ex − 2− y + x5;

23.

{
x· = 2x− ey +

√
1 + 3x− y2,

y· = y − 2 sin y + 3ey − 3;
24.

{
x· = e2x+y − cos 5y,

y· = ln(1 + 2x)−
√

1 + 8y;

25.

{
x· = 4 sin x + ln(1 + y),
y· = x + y + x2y;

26.

{
x· = −x + 1− cos y,

y· = sin2 x + 1− ey.

Çàäàíèå 14. Èññëåäîâàòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α

è β íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ([1, � 15], [4, � 9] ).
1. xIV + αxIII + 2x·· + βx· + x = 0; 2. xIV + αxIII + 2x·· + x· + 3x = 0;
3. xIII + αx·· + βx· + 3x = 0; 4. xIII + 2x·· + αx· + 3x = 0;
5. xIV + 3xIII + αx·· + 2x· + βx = 0; 6. xIV + 3xIII + αx·· + 2x· + x = 0;
7. xIV + 2xIII + αx·· + βx· + x = 0; 8. xIV + βxIII + αx·· + x· + 2x = 0;
9. xIV + 2xIII + αx·· + x· + x = 0; 10. xIV + 3xIII + 4x·· + αx· + βx = 0;
11. xIV + αxIII + x·· + 2x· + x = 0; 12. xIII + 3x·· + 3x· + αx = 0;
13. αxIV + xIII + x·· + x· + βx = 0; 14. xIII + αx·· + x· + 2x = 0;
15. xIV + αxIII + 2x·· + x· + x = 0; 16. xIII + 3x·· + αx· + 2x = 0;
17. x·· + (α− 1)x· + (4− α2)x = 0; 18. 2xIV + αxIII + x·· + x· + βx = 0;
19. xIII + 2x·· + αx· + βx = 0; 20. xIV + 2xIII + 4x·· + αx· + βx = 0;
21. xIV + αxIII + 4x·· + βx· + x = 0; 22. xIV + 2xIII + αx·· + βx· + x = 0;

23.

{
x· = y + sin x,

y· = αx + βy;
24.


x· = −x + αy + βz,

y· = −αx− y + αz,

z· = −βx− αy − z;

25.


x· = 2x + αz,

y· = y + βz,

z· = βx + αy + 3z;
26.


x· = αx + αy,

y· = y + 2z,
z· = βx + βy + αz;

Çàäàíèå 15. ([1, ãë.3, � 7], [3, � 14], [6, � 22, � 23], [7, � 22, � 23]). Íàé-
òè âñå îñîáûå òî÷êè (ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ)ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Èññëåäîâàòü èõ íà óñòîé÷èâîñòü è îïðåäåëèòü òèïû îñîáûõ òî-
÷åê. Íà÷åðòèòü íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè òðàåêòîðèè ñèñòåìû

1.

{
x· = xy + 12,
y· = x2 + y2 − 25;

2.

{
x· = 1− y + x(y − 1),
y· = xy − 2;
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3.

{
x· = y − x− 1,
y· = ln(x2 − y);

4.

{
x· = −2xy,

y· = y − x2 + y2 + 4;

5.

{
x· = y,

y· = − sin x;
6.

{
x· = 4x2 − y2,

y· = 2x(y − 2)− 8;

7.

{
x· = 2y +

√
1− 3y − sin x,

y· = − sin x;
8.

{
x· = 2xy,

y· = x2 + y2 − 4;

9.

{
x· = x2 − y2 + 12,
y· = x2 + y2 − 20;

10.

{
x· = y(y − x),
y· = ln(x− y2 − 1);

11.

{
x· = (2x− y)(x− 2),
y· = xy − 2;

12.

{
x· = y − x2 − x,

y· = 3x− x2 − y;

13.

{
x· = y2 − x2,

y· = ln((1− x + x2)/3);
14.

{
x· = −2xy + 2y2,

y· = 2x− y2;

15.

{
x· = x2 − y,

y· = x2 − (y − 2)2 16.

{
x· = ey − ex,

y· = ln(5− x2);

17.

{
x· = (y − 1)(3x + y − 5),
y· = x2 + y2 − 5;

18.

{
x· = x(x2 − 2) + y,

y· = x(3x4 − 1)− 2y;

19.

{
x· = x2 − y2 − 1,
y· = 2y;

20.

{
x· = ln(1− y + y2),

y· = 3−
√

x2 + 8y;

21.

{
x· = x(x + y − 3),
y· = y(2− x);

22.

{
x· = y2 − x,

y· = ln(1− y + y2)− ln 3;

23.

{
x· = arctan(xy + y2),
y· = y2 − 4x;

24.

{
x· = −2x− 2xy,

y· = x4 − y3;

25.

{
x· = x + 2xy2,

y· = −2y + 4x2y;
26.

{
x· = y − 3x− x3,

y· = 6x− 2y;

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
1. Äàòü îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ, îáùåãî ðåøåíèÿ ÄÓ, çàäà÷è Êîøè, èíòå-
ãðàëüíîé êðèâîé.
2. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÄÓ y′ = f(x, y) ?
3. Êàêîé óãîë íàêëîíà èìååò èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ

xy′ + y = y2 ln x

â òî÷êå [ � 1,1]?
4. ×òî òàêîå èçîêëèíà ÄÓ y′ = f(x, y) ? Êàêîé óãîë íàêëîíà èìåþò èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ y′ = 2x(1− y) â òî÷êàõ ãèïåðáîëû

y = 1− 1/2x?
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5. Êàê âûäåëèòü îáëàñòè âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ) ðåøåíèÿ ÄÓ
y′ = f(x, y) ? Êàê íàéòè èõ òî÷êè ýêñòðåìóìà? Ñäåëàòü ýòî äëÿ óðàâíåíèÿ

y′ = y − x2 + 2x− 2.

6. Êàê âûäåëèòü îáëàñòè âûïóêëîñòè ââåðõ (âíèç) ðåøåíèÿ ÄÓ
y′ = f(x, y) ? Êàê íàéòè èõ òî÷êè ïåðåãèáà? Ñäåëàòü ýòî äëÿ óðàâíåíèÿ

y′ = y − x2 + 2x− 2.

7. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè äëÿ ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Óêàæèòå îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè (ò.
å. ìíîæåñòâî òî÷åê (x0, y0) òàêèõ, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ y(x0) = y0 ) äëÿ óðàâíåíèÿ:
a) y′ = xy + e−y ; á) y′ =

√
x− y ; â) y′ = x/y ; ã) y′ = (y + 1)/(x− y) .

8. Ïîêàçàòü,÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ y′ = |y|1/2 â êàæäîé òî÷êå îñè àáñöèññ íà-
ðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.
9. Ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à y′ = yα èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðåøåíèÿ äëÿ
0 < α < 1 è îäíî äëÿ α = 1 . Ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå äëÿ α = 1
è α = 1/2 .
10. Ïîêàçàòü,÷òî ÄÓ y′ = y/x ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè y(0) = y0 èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé âèäà y = cx , åñëè y0 = 0 è íå èìååò íè îäíîãî
ðåøåíèÿ, åñëè y0 6= 0 .
11. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ çàäà÷à Êîøè äëÿ ÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
12. Êàêèå ðåøåíèÿ òåðÿþòñÿ ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ â ÄÓ:
à)y′ = xy2 + 2xy ; á)xy′ = y(x2 + 1) ; â)xdy − y(x2 − 1)dx = 0 ?
13. Êàêèå ðåøåíèÿ òåðÿþòñÿ ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè
y′ = 2

√
y ? Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ýòîãî ÄÓ, èçîáðàçèòå èíòåãðàëüíûå êðè-

âûå.
14. Êàêîâ îáùèé âèä è ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîðîäíîãî ÄÓ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà?
15. Êàêîâ îáùèé âèä è ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî ÄÓ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà? Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ çàäà÷à Êîøè äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå?
16. Êàêîâ îáùèé âèä è ìåòîäû ðåøåíèÿ ÄÓ: à) Áåðíóëëè? á) Ðèêêàòè?
17. Êàê èíòåãðèðóåòñÿ ÄÓ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ? ×òî òàêîå èíòåãðè-
ðóþùèé ìíîæèòåëü?
18. Ïðèâåñòè ïðèìåð: à) ÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè; á) îäíîðîä-
íîãî ÄÓ; â) ëèíåéíîãî ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà; ã) ÄÓ Áåðíóëëè; ä) ÄÓ Ðèê-
êàòè; å) ÄÓ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
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Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà

1. Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ÄÓ n -ãî ïîðÿäêà?
2. Ìîãóò ëè ãðàôèêè äâóõ ðåøåíèé ÄÓ êàñàòüñÿ äðóã äðóãà â íåêîòîðîé
òî÷êå x0, y0 äëÿ ÄÓ: à) y′ = x + y2 ; á) y′′ = x + y2 ; â) y(3) = x + y2 ?
3. Ìîãóò ëè ãðàôèêè äâóõ ðåøåíèé ÄÓ ïåðåñåêàòüñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
x0, y0 äëÿ ÄÓ: à) y′ = x + y2 ; á) y′′ = xy2 ?
4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðåøåíèé ÄÓ y(n) = x + y2 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì y(0) = 0 , y′(0) = 0 ? Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè n = 1,2,3.
5. ßâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íà R ñëåäóþùèå ñèñòåìû ôóíê-
öèé: à) 1, sin x, cos 2x ; á) 1, x, x2 ; â) x + 1, 2x2 − 3, 2x2 − 2x− 1 ?
6. Âûïèøèòå óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ÷àñòîòû ω ïðè íàëè-
÷èè âûíóæäàþùåé ñèëû f(x) . Âûïèøèòå óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà
â ñðåäå ñ òðåíèåì áåç âûíóæäàþùåé ñèëû. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âîçíèêàþò
çàòóõàþùèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ?

Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
Óñòîé÷èâîñòü

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
(ÄÓ) íîðìàëüíîé ôîðìå? Êàê ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ òàêîé ñèñòåìû?
Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ íåå òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè?

2. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü (íåçàâèñèìîñòü) ñèñòåìû
âåêòîð-ôóíêöèé íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå? Áóäóò ëè ëèíåéíî çàâèñèìû
íà ïðÿìîé ñèñòåìû:

a)

{(
0
t

)
,

(
t

0

)}
; b)

{(
4
2t

)
,

(
6
3t

)}
;

c)

{(
t

t

)
,

(
t2

t2

)}
; d)


 1

0
0

 et ,

 1
1
0

 et,

 1
1
1

 et

?

3. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì
ÄÓ? Êàê îí ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ñèñòåì?

4. ×òî íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ) äëÿ ëè-
íåéíîé ñèñòåìû n óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà?

5. Ïóñòü Φ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà äëÿ ñèñòåìû x′ = Ax .
Áóäóò ëè ÿâëÿòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìàòðèöû
Ψ1(t) = Φ(t)C , Ψ2(t) = CΦ(t) , ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàò-
ðèöà. Îòâåò îáîñíóéòå.

6. Êàêîâà ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÄÓ ïåðâîãî
ïîðÿäêà? Òîò æå âîïðîñ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû.
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7. Êàê íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ÄÓ, çíàÿ ÔÑÐ
äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû?

8. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà? Êàê ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷-
íîé ýêñïîíåíòû ïîñòðîèòü ÔÑÐ äëÿ ñèñòåìû x′ = Ax ? Êàê çàïèñàòü ñ åå
ïîìîùüþ îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû? Êàê íàéòè ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèþ x(0) = x0 ?

9. Ïóñòü A = diag{λ1, λ2, · · · , λn} � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîêàçàòü,
÷òî eAt = diag{eλ1t, eλ2t, · · · , eλnt} .

10. Ïóñòü X(t) � ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ X ′ = AX ñ ïî-
ñòîÿííîé ìàòðèöåé A , à Y (t) = C−1X(t)C , ãäå C � ïîñòîÿííàÿ ìàòðè-
öà, äëÿ êîòîðîé detC 6= 0 . Ïîêàçàòü, ÷òî Y (t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Y ′(t) = (C−1AC)Y . Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî

eAt = CeC−1ACtC−1.

11. Ïóñòü A � äèàãîíàëèçóåìàÿ ìàòðèöà, λ1, λ2, · · · , λn � åå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ, C � ìàòðèöà ïåðåõîäà ê áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
Ïîêàçàòü, ÷òî

eAt = Cdiag{eλ1t, eλ2t , · · · , eλnt}C−1.

12. Ïðèâåñòè ïðèìåð ìàòðèö A è B òàêèõ, ÷òî e(A+B)t 6= eAteBt.

13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà ÄÓ x′ = Ax èìååò íåíóëåâîå ñòàöè-
îíàðíîå ðåøåíèå x(t) = x0 , òî ó ìàòðèöû A åñòü íóëåâîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå.

14. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà ÄÓ x′ = Ax èìååò íåíóëåâûå îãðàíè-
÷åííûå íà âñåé îñè ðåøåíèÿ, òî ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A

åñòü õîòÿ áû îäíî ÷èñòî ìíèìîå.
15. ×åì îòëè÷àåòñÿ ïîíÿòèå óñòîé÷èâîcòè ïî Ëÿïóíîâó îò ïîíÿòèÿ

íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ?
16. Îáÿçàòåëüíî ëè äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíàòìè çíàòü âñå åå ðåøåíèÿ?
17. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà íå äàåò îòâåò íà âîïðîñ îá óñòîé-
÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ?

18. ×òî òàêîå ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà? Êàê îíà èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëå-
äîâàíèè óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÄÓ ïåðâîãî
ïîðÿäêà?

19. ×òî òàêîå èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ íîðìàëü-
íîé ñèñòåìû ÄÓ? ×òî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé è ôàçîâîé òðàåêòî-
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ðèåé ñèñòåìû ÄÓ äâóõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ ðåøåíèå

a) x1(t) = cos t, x2(t) = sin t; b) x1(t) = 2 cos t, x2(t) = 3 sin t.

20. ×òî òàêîå òî÷êà ïîêîÿ ñèñòåìû x′ = f(x) ? Êàêàÿ ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ åé îòâå÷àåò?

21. Êàêîâ êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ïîêîÿ äëÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû ÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè?

22. ×òî òàêîå îñîáàÿ òî÷êà? Ïåðå÷èñëèòå òèïû îñîáûõ òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè.

23. ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà ïîêîÿ ¾óñòîé÷èâûé óçåë¿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïó-
íîâó ðåøåíèåì? Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì? Êàê îïðåäåëèòü íàïðàâëå-
íèå äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîëèíåéíûì ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì? Òå æå âîïðîñû
äëÿ äðóãèõ òèïîâ îñîáûõ òî÷åê.
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