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1.  ВВЕДЕНИЕ В КОМПЛЕКСНЫЙ АНАЛИЗ 
 

Комплексное число – это сумма вида iyxz  , где 1i  – мнимая 
единица, yx,  действительные числа. При этом zx Re и zy Im  называются 

соответственно действительной и мнимой 
частью комплексного числа z . Комплексное 
число z  имеет простую геометрическую 
интерпретацию. Если на плоскости выбрать 
декартову систему координат, по оси абсцисс 
отложить действительную, а по оси ординат – 
мнимую части комплексного числа, то само 
комплексное число iyxz   изображается в 
виде точки ),( yx  или ее радиус-вектора (см. 
рис. 1). Модуль и аргумент комплексного 
числа находятся по формулам 
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При этом   zarg . 
 

1.1. Указания к задаче 1 
 

Для каждого, отличного от нуля, комплексного числа z  существуют n  

различных корней n -й степени n
k zw  , и все они находятся по формуле 

                      1.,..,1,0,
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в которой zarg . 

zIm  

O zRe  

iyxz   

zarg  

|z| 

Рис. 1
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Пример 1. Найти все значения корня 4
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3
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1
i . 

Решение. Используем формулу (1.1), в которой полагаем 4n , 
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Поэтому для нашего случая формула (1.1) примет вид 
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Из этой формулы для 0k  получим: 

4

1

4

3

2

1

2

3

2

1

6
sin

6
cos

2

1
0 iiiw 















 


, 

для 1k  получим: 
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для 2k  получим: 
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для 3k  получим: 
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Ответ: 
4

3

4

1
,

4

1

4

3
,

4

3

4

1
,

4

1

4

3
iiii  . 

 
1.2. Указания к задачам 2, 3 

 
Для вычисления значений функций в задачах 2, 3  нужно использовать сле-

дующие формулы: 

                                         )sincos yiyeee xiyxz   ,                                      (1.2) 

                                 ...,2,1,0,2argln  kkzizzLn  ,                          (1.3) 

                                                  0,   zez zLnww ,                                             (1.4) 
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                                            21sin zizLnizArc  ,                                  (1.5) 
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                                 (1.7) 

Отметим, что в формулах, содержащих квадратный корень, нужно учитывать 
оба его значения (см. пример 3). 

 

Пример 2.1. Представить 





 

4
3


ish  в алгебраической форме. 

Решение. Согласно формулам  (1.7), (1.6) имеем  

   .33sin3cos3333
2
2

44444
chishichshshchchshsh iii    

Ответ:  33
2
2 chish  . 

Пример 2.2. Представить   ii 7  в алгебраической форме. 

Решение. Согласно формуле (1.4) представим:    iiLni ei  77 . Величину 
 iLn   преобразуем по формуле (1.3)  

       ...,2,1,0,22argln
2

 kkikiiiiLn    

При этом учтено, что  
2

arg,01lnln iii  . Следовательно 

       ...,2,1,0,14exp27exp
2

7
2

27  kkkii i   . 

Ответ:   ..,2,1,0,14exp
2

7  kk  

Пример 3. Представить  2sinArc  в алгебраической форме. 
Решение. Используем формулу (1.5) и находим 

     





  iiiLniiLnArc 22122sin
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Ответ:   ..,2,1,0,12ln2
2

 kik . 

 
1.3. Указания к задачам 4, 5 

 
Чтобы изобразить область, заданную несколькими неравенствами, нужно 

изобразить области, задаваемые отдельными неравенствами, а затем найти их 
общую часть. При этом для изображения области, заданной отдельным 
неравенством, нужно изобразить на плоскости линию, являющуюся границей 
области, а затем в соответствии со знаком неравенства выбрать ту часть 
плоскости, в которой выполняется нужное нам неравенство. Для изображения 
линии, которая является границей области, нужно записать комплексное 
уравнение границы; для этого надо поставить в исходном неравенстве знак 
равенства. Затем уравнение границы следует записать параметрической форме, 
установить по уравнению вид линии и изобразить эту линию на рисунке. 

Замечание. При решении задачи 4 следует помнить, что   zarg . 
Полезно помнить комплексные уравнения некоторых часто встречающихся 
линий. Например, 
 Rzz  0  – уравнение окружности радиуса R  с центром в точке 0z , 

 az Re  – уравнение вертикальной прямой, все точки которой имеют 
абсциссу ax  , 

 bz Im  – уравнение горизонтальной  прямой, все точки которой имеют 
ординату by  , 

    0arg zz  – уравнение луча, выходящего из точки 0z  и образующего 
угол   с положительным направлением действительной оси. 
Пример 4. Вычертить область, задаваемую неравенствами: 16 zz ,  

4)2arg(0,22  ziz . 

Решение. Изобразим область: 16 zz . Сначала построим ее границу 
16 zz . Пусть iyxz  , тогда  iyxz  , и уравнение границы примет вид: 

1622  yx . Это окружность радиуса 4 с центром в начале координат. 

Поскольку точка 0z  удовлетворяет неравенству 16 zz , то данное 
неравенство задает внутренность круга, изображенного на рис. 2а. Граница 
круга не входит в область, поэтому на рис. 2а она изображена тонкой линией. 
Границей области 22  iz  является окружность радиуса 2 с центром в точке  

i2 . Так как точка iz 2  неравенству 22  iz  не удовлетворяет, то это 

неравенство описывает внешность круга (см. рис. 2б). При этом граница 



 8

области выделена жирной линией, поскольку точки границы входят в область. 
Аналогично неравенство 4)2arg(0  z  определяет сектор, изображенный 

на рис. 2в. Точки луча 4)2arg( z  содержатся в области, поэтому этот луч 

на рис. 2в выделен жирной линией. Пересекая построенные области, получим 

искомую область, выделенную на рис. 2г штриховкой. 
 

Пример 5. Определить вид кривой  tshitchz 332  .  
Решение. Запишем параметрическое уравнение кривой. Имеем  

tshytchx 3,32  . Тогда ytshxtch  3,2/3 , следовательно 

                            1332/ 2222  tshtchyx . 

Получили уравнение гиперболы 1
4

2
2

 y
x

. Но так как 032  tchx , то 

искомой кривой будет правая ветвь гиперболы. 

Ответ: Правая ветвь гиперболы 1
4

2
2

 y
x

. 

 
 
 
 

zRe  

zIm  

4 zRe  

zIm

a) б) 

zRe  

zIm

4 zRe  

в) 
г) 

Рис. 2

- i2

2


 2


 



 9

2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
 

2.1. Указания к задаче 6 
 

Чтобы восстановить аналитическую функцию ),(),()( yxviyxuzf   по ее 
действительной ),( yxu  (или мнимой ),( yxv ) части, нужно: 
 проверить гармоничность функции ),( yxu  (или ),( yxv ); 
 неизвестную функцию выразить через известную путем интегрирования 

одного из условий Коши-Римана: 
y

v

x

u








 или 
x

v

y

u








 по одному из 

аргументов x  или y ; при этом неизвестная функция двух аргументов будет 
найдена с точностью до произвольной функции )(yA  или )(xA , зависящей от 
одного аргумента; 

 полученное равенство продифференцировать по другому аргументу ( y или 
x ) и воспользоваться другим условием Коши-Римана; из полученного 
соотношения определить функцию )(yA  или )(xA   с точностью до констан-
ты; 

 определить константу, исходя из заданного значения функции. 

Пример 6. Проверить, что функция y
yx

y
v 2

22



  является мнимой 

частью аналитической функции. Восстановить аналитическую в окрестности 
точки 10 z  функцию  )(zf  по известной мнимой части  ),( yxv  и значению 

4)1( f .   
Решение. Проверяем гармоничность функции ),( yxv . Находим частные 

производные 

   

   
.

62
,

26
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Так как выполняется условие: 0
2

2

2

2











y

v

x

v
, то ),( yxv – гармоническая 

функция. Значит, ),( yxv  является мнимой частью некоторой аналитической 
функции.  

Восстановим эту аналитическую функцию. Используя второе условие 

Коши-Римана:
x

v

y

u








, находим 
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22222
xA
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x
dy
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x

v
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y

u
u .             (2.1) 

Дифференцируем полученное выражение по переменной x  
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yx
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и используем первое условие  Коши-Римана: 
y

v

x

u








. В итоге получаем 

уравнение 

   
2)(

222

22

222

22











yx

yx
xA

yx

yx
, 

из которого находим cxxAxA  2)(,2)( . Подставив )(xA  в (2.1), находим  

cx
yx

x
u 


 2

22
. Следовательно,  

















 y

yx

y
icx

yx

x
viuzf 22)(

2222
 

  c
z

zc
yx

iyx
iyx 






1
22

22
. 

Вычисляем cf 1)1( . С другой стороны, согласно условию задачи 4)1( f . 
Значит, 3c .    

Ответ: 3
1

2)( 
z

zzf . 

 
2.2. Указания к задаче 7 

 
Если линия интегрирования L  задана в комплексной z плоскости 

параметрически:   ttzz ),( , то интеграл вычисляется по формуле 

                                       



dttztzfdzzf

L
)())(()( .                                       (2.2) 

Если функция )(zf  аналитична в некоторой области, и кривая AB  лежит в этой 
области, то 
                                              

AB
AB zFzFdzzf )()()( ,                                      (2.3) 

где   )(zF – первообразная функции )(zf . 
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Пример 7. Вычислить интеграл 
AB

dzzIm , где AB  отрезок прямой, 

1Az , izB  . 
Решение. Составляем уравнение прямой AB  по двум точкам )0,1(A  и 
)1,0(B , получим xy 1  (см. рис. 3). Значит, уравнение прямой AB  в 

комплексной форме имеет вид:  xixz  1 , причем x  меняется от 1  до 0. 
Находим:   xzdxidz  1Im,1 . Поэтому согласно формуле (2.2) 

      ix
xidxixdzz

AB
  1

2

1
|)

2
(111Im

0

1

20

1
. 

Ответ:  i 15,0 . 

Пример 7.1. Вычислить интеграл  0Re,3,
Re

2
 zzLdz

z

z

L
. 

Решение. Линия интегрирования изображена на рис. 4. В интеграле делаем 

замену: 2/2/,3   iez . Тогда  cos3Re,3  zdeidz i , и 
интеграл примет вид 

.
2

cossincos

cos3cos3
9

1Re

2/

2/

2/

2/

2

2/

2/

2/

2/

2
2
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ddi

deideiedz
z

z iii

L



















 

Ответ: i5,0 . 

 

Пример 7.2. Вычислить интеграл   , 
AB

z dzez  AB  отрезок прямой,  

iziz BA  1,1 . 

zIm  

x  

y  z  

i  

1 O zRe  

Рис. 3 

zIm

Рис. 4 

О 3  zRe  
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Решение. Так как функция zezzf )(  имеет первообразную 

ze
z

zF 
2

)(
2

, то согласно (2.3) 

       .1sin12
2

1

2

1
|)

2
( 1

2
1

21

1

2
eie

i
e

i
e

z
dzez ii

i

i

z

AB

z 


























 




  

Ответ:  1sin12 ei  . 
 

3. ЛОРАНОВСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИИ  
 

Функция )(zf  называется аналитической в точке 0z , если она дифферен-
цируема в окрестности точки 0z , включая саму точку  0z . Конечные точки, в 
которых функция не является аналитической, называются особыми точками 
функции. Точка  z   всегда считается особой точкой функции )(zf . Точка  

0z  называется изолированной особой, если отсутствует последовательность 
особых точек функции, сходящаяся к 0z . В окрестности изолированной особой 
точки 0z  аналитическую функцию )(zf  можно разложить в ряд Лорана 

                                  
 

 












0
0

1 0

)(
k

k
k

k
k

k zza
zz

c
zf .                              (3.1) 

Первый ряд справа в формуле (3.1) называется главной частью, второй ряд –  
правильной частью ряда Лорана. 

При разложении произвольной аналитической функции в ряд Лорана в 
окрестности изолированной особой точки используют, насколько это 
возможно, известные разложения элементарных функций в ряд Тейлора. Вот 
неполный список этих разложений: 

         





 0

432 ,1,...1
1

1

k

k wwwwww
w

              (3.2) 

         





0

5432
,,...

!5!4!3!2
1

!k

k
w w

wwww
w

k

w
e             (3.3) 

          





0

6422
,,...

!6!4!2
1

)!2(
1cos

k

k
k w

www

k

w
w               (3.4) 

          










0

75312
,,...

!7!5!3)!12(
1sin

k

k
k w

www
w

k

w
w             (3.5) 

        




 
1

432
1 .1,...

432
11ln

k

k
k w

www
w

k

w
w              (3.6) 
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3.1. Указания к задачам 8, 9 
 

Разложение дробно-рациональной функции )(zf  в ряд Лорана по степеням 

0zz    нужно вести в следующей последовательности: 
 знаменатель дроби разложить на линейные множители, затем степень 

 kzz 0  вынести из числителя и знаменателя (если она там имеется); 
 корни знаменателя nzzz ,...,, 21  занумеровать так, чтобы выполнялись 

неравенства: 00201 ... zzzzzz n  ; 

 дробь разложить на простейшие, используя метод неопределенных 
коэффициентов; 

 в каждой из простейших дробей сделать замену wzz  0 , и вновь 

полученную дробь вида 
wa

A


 разложить по степеням w  в областях  aw   

и aw  ; для этого в знаменателе нужно вначале вынести за скобки большее 

по модулю слагаемое; и воспользоваться формулой (3.2); 
 сделать обратную замену 0zzw   в каждой из областей, задаваемых 

неравенствами: ,0 010 zzzz   ,...,02001 zzzzzz   

 000001 , zzzzzzzzzz nnn ; 

 провести сложение полученных рядов. 
 

Пример 8.  Найти все лорановские разложения по степеням z  функции 

345 34

46
)(

zzz

z
zf




 . 

Решение. Разложим знаменатель дроби на множители и представим 
исходную дробь в виде 

                              


















3

3

1

11

34

461
)(

323 zzzzz

z

z
zf .                       (3.7) 

При этом вторую дробь мы разложили на простейшие, используя метод 
неопределенных коэффициентов. Теперь, используя стандартное разложение 
(3.2), разложим обе дроби в скобках по степеням z . 

                           








 01

1

1

1

k

kz
zz

,                 если 1z ,                          (3.8) 

                           









 0

11

1

1

11

1

1

k
kzzzz

,        если 1z ,                          (3.9) 

                           








 0 331

1

3

3

k
k

kz
zz

,            если 3z ,                       (3.10) 
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 0
1

1

1

3

31

13

3

3

k
k

k

zzzz
,      если 3z .                       (3.11) 

Рассмотрим несколько случаев. Пусть сначала 1z . Тогда справедливы 

разложения (3.8) и (3.10), и на основании формулы (3.7) получим разложение  




 










































3
3

0

3

00
3 3

1
1

3

1
1

3

1
)(

k

k
k

k

k
k

k
k

k

k

k zz
z

z
z

zf . 

Пусть теперь 31  z . В этом случае справедливы разложения (3.9) и 

(3.10), и на основании формулы (3.7) получим разложение  

.
3

1

3

1

3

11
)(

3
3

40

3

0
4

00
13 



 











 







 



















k
k

k

k
k

k
k

k

k
k

k
k

k

k
k

z

z

z

z

z

zz
zf  

Наконец, пусть 3z . Теперь справедливы разложения (3.9) и (3.11), и на 

основании формулы (3.7) получим разложение 

   







 


 



 














4

3

0
4

1

0
1

1

0
13

311
31

311
)(

k
k

k

k
k

k

k
k

k

k
k zzzzz

zf . 

Пример 9.  Найти все лорановские разложения функции 
9

2
)(

2 


z

z
zf   по 

степеням 0zz  , где iz  30 . 
Решение. Исходную дробь разложим на сумму простейших дробей 

                                          
3

1

3

1

9

2
)(

2 








zzz

z
zf   

и сделаем замену  wiz  3 , т. е. iwz  3 . Тогда 

                                         
iwiw

zf






6

11
)( .                                              (3.12) 

Используя стандартное разложение (3.2),  разложим  элементарные дроби в 
формуле (3.12) по степеням w .  

                  












 0 0

1

1

11

k k

kkk wiiwi
iw

i
iw

,    если 1w ,           (3.13) 

            
 

 






 













 0 0
1

1

/1

111

k k
k

kk

w

i

w

i

wwiwiw
,    если 1w ,          (3.14) 

        
 
 

 






 
























 0 0

16

1

66

1

6
1

1

6

1

6

1

k k
k

kkk

i

w

i

w

i
i

wiiw
,           (3.15) 

                                                                                            если 376  iw , 
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 0 0

1
6161

6
1

11

6

1

k k
k

kkk

w

i

w

i

w
w

iwiw
,            (3.16) 

                                                                                            если 37w . 

 
Рассмотрим несколько случаев. Пусть сначала 1w , тогда справедливы 

разложения (3.13) и (3.15). На основании формулы (3.12) получим разложение  

 
 

 
 











































0

1
1

0
1

0
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6

1

6

1
)(

k

kk
k

k

k
k

kk

k

kk wi
ii

w
wizf . 

Сделав обратную подстановку izw  3 , получим разложение 

 
 

 


























0

1
1

3
6

1
)(

k

kk
k

k
izi

i
zf ,  справедливое для 13  iz . 

Пусть теперь 371  w . В этом случае справедливы разложения (3.14) и 

(3.15). Подставив эти разложения в формулу (3.12) и сделав обратную 
подстановку izw  3 , получим следующее разложение: 

   
 

 
 

   
 



















 

















0
1

1

1

0
1

0
1 6

31

36

1
)(

k
k

kk

k
k

k

k
k

kk

k
k

k

i

iz

iz

i

i

w

w

i
zf , 

справедливое для 3731  iz . 

Наконец, пусть 37w . Теперь справедливы разложения (3.14) и (3.16); 

на основании формулы (3.12) получим разложение 

         









 

















1

16111

0
1

61

0
1

)(
k

kw

kikik

k
kw

kik

k
kw

ki
zf . 

Сделав обратную подстановку izw  3 , получим следующее разложение: 

    
 













1

111

3

61
)(

k
k

kkk

iz

ii
zf ,  справедливое для 373  iz . 

 
3.2. Указания к задаче 10 

 
Для разложения функции )(zf  в ряд Лорана в окрестности точки 0z      

сначала делают замену wzz  0 , затем  функцию )( 0 wzf   преобразуют так, 

чтобы она была представлена по аргументу w  или 
w

1
 в виде линейной 

комбинации функций из списка (3.2) – (3. 6). Затем каждую функцию  линейной 
комбинации заменяют ее рядом Тейлора и группируют слагаемые с 
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одинаковыми степенями w . В полученном ряде Лорана по степеням w  делают 
обратную подстановку 0zzw  . 

 

Пример 10.  Функцию 
1

cos)(



z

z
zzf  разложить в ряд Лорана в 

окрестности точки 10 z . 
Решение. В исходной функции сделаем замену wz 1 , т. е. 1 wz . 

Исходная функция преобразуется так 

          
w

w
w

w
w

w
z

z
z

1
sin1sin1

1
cos1cos1

1
1cos1

1
cos 






 


.     (3.17) 

Функции 
ww

1
sin,

1
cos  разложим в ряды Тейлора по формулам (3.4), (3.5) 

   
12

0 0
2

1

)!12(

1
1

1
sin,

1

)!2(

1
1

1
cos













   k

k k

k
k

k

wkwwkw
. 

Эти разложения подставим в формулу (3.17) и получим  

       














 



 0
12

0
2

1

)!12(

1
1sin1

1

)!2(

1
1cos1

1
cos

k
k

k

k
k

k

wk
w

wk
w

z

z
z  

       



 











 

















0
12

0
2

0
2

0
12

1sin

)!12(

11sin

)!12(

11cos

)!2(

11cos

)!2(

1

k
k

k

k
k

k

k
k

k

k
k

k

wkwkwkwk
. 

От первого ряда отделим нулевое слагаемое, затем в оставшейся части ряда 
сделаем замену индекса суммирования: 1 kj . В итоге первый ряд 
преобразуется к виду 

     



 



 



 













0
12

1

0
12

1

0
12

1cos

)!22(

1
1cos

1cos

)!22(

1
1cos

1cos

)!2(

1

k
k

k

j
j

j

k
k

k

wk
w

wj
w

wk
. 

В последнем преобразовании индекс суммирования j  мы заменили на k . 

Теперь в разложении функции  
1

cos
z

z
z  сложим первый и четвертый, второй 

и третий ряды; в итоге получим 

    

    
.

1

)!12(

1cos121sin1

1

)!22(

1sin221cos1
1cos

1
cos

0
2

0
12

1






























k
k

k

k
k

k

wk

k

wk

k
w

z

z
z

 

Сделав обратную замену 1 zw , получим разложение исходной функции 
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1

1

)!12(

1cos121sin1

1

1

)!22(

1sin221cos1
1cos1)(

0
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0
12

1
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k

k
k

k

zk

k

zk

k
zzf

 

 
3.3. Указания к задачам 11, 12 

 
В зависимости от количества членов в главной части ряда Лорана (3.1) 

особые точки делятся на три типа: устранимые особые, полюса и существенно 
особые. Если главная часть ряда Лорана (3.1) отсутствует, то 0z – устранимая 
особая точка. Если главная часть ряда Лорана содержит конечное число членов: 

 

 

n

k
k

k

zz

c

1 0

, то 0z – полюс порядка n . Наконец, если главная часть ряда 

Лорана содержит бесконечное число членов, то 0z – существенно особая точка. 
Тип особой точки можно определить также с помощью предела 

следующим образом: 
 если 


Azf

zz
)(lim

0

 конечен, то 0z  устранимая особая точка; 

 если 


)(lim
0

zf
zz

, то 0z  полюс; 

 если )(lim
0

zf
zz

 не существует, то 0z  существенно особая точка. 

При этом порядок полюса можно определить, исходя из следующих условий: 
если   

  


Azfzz n

zz
)(0lim

0

конечен, но    


)(1

0lim
0

zfzz n

zz
, 

то 0z  – полюс порядка n . 
При определении порядка полюса часто полезны следующие теоремы. 
Теорема 3.1. Функция )(zf  имеет в точке  0z  полюс порядка n  тогда и 

только тогда, когда функция )(
1)( zfzg   имеет в точке  0z  нуль порядка n . 

Для определения порядка нуля функции )(zg  можно использовать следующую 
теорему.  

Теорема 3.2. Точка  0z  является нулем n -го порядка функции )(zg , если 
выполняется одно из следующих эквивалентных условий: 

 0)(...)()()( 0
)1(

000   zgzgzgzg n , но 0)( 0
)( zg n ; 

 функцию )(zg  можно представить в виде   )()( 0 zhzzzg n , причем 
 ,0)( 0zh . 
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При определении порядка полюса можно также использовать теорему.  

Теорема 3.3. Пусть функция )(zf  представлена в виде: 
)(

)(
)(

xh

zg
zf  , 

причем в точке 0z  функция )(zg  имеет нуль порядка n , а функция )(zh  нуль 
порядка k . Тогда:  
 если kn  , то 0z  устранимая особая точка функции )(zf ; 
 если kn  , то 0z  полюс порядка nk   функции )(zf . 

Пример 11.  Определить тип особой точки 0z  для функций:  а) zze
1

,  

б) 
1cos

1
5

2





z

e z
. 

Решение. а) В разложении (3.3) функции we  положим 
z

w
1

 , затем 

полученный ряд умножим на  z . В итоге будем иметь  

 






 









10
1

0

1
1

!1

1
1

1

!

11

!

1

k
k

k
k

k
k

z

zk
z

zkzk
zze . 

Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число членов, значит,  0z  
существенно особая точка. 

б) В разложении (3.3) функции we  положим 2zw  , затем из полученного 
ряда вычтем 1. Тогда числитель )(zg  исходной функции можно представить в 
виде 

               )(
!1!

1
!

1)( 2

0

2

1

2
2

0

22
zz

j

z
z

k

z

k

z
ezg

j

j

k

k

k

k
z 















 ,          (3.18) 

где  


 


0

2

!1
)(

j

j

j

z
z . Отметим, что при переходе к последнему ряду в (3.18) мы 

сделали замену индекса суммирования: 1 jk . Поскольку 01)0(  , то на 
основе представления (3.18) точка 0z  для функции )(zg  является нулем 
порядка 2. 

Далее в разложении (3.4) функции wcos  положим 5zw   и из 
полученного ряда вычтем единицу. В итоге знаменатель )(zh  исходной 
функции можно представить в виде 

     













1

10

0

25
5

)!2(

1
1

)!2(
11cos)(

k

kk

k

k
k

k

z

k

z
zzh  

                                    
 
  )(

!22

1 10

0

101
10 zz

j

z
z

j

jj












 ,                              (3.19) 
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где  
 
 











0

101

!22

1
)(

j

jj

j

z
z . Отметим, что при переходе к последнему ряду мы 

снова сделали замену индекса суммирования: 1 jk . Поскольку 

0)0( 2
1  , то на основе представления (3.19) точка 0z  для функции )(zh  

является нулем порядка 10. Значит, применяя теорему 3.3, получаем, что 

исходная функция 
1cos

1
5

2





z

e z
 в точке 0z  имеет полюс порядка 8. 

Ответ: а) существенно особая точка,  б) полюс порядка 8. 
 
Пример 12.  Для данных функций найти изолированные особые точки и 

определить их тип:   а) 
4

1

ze
,   б) 

2

2

1cos

1

zz



,   в) 

z
ctge z 1

1

,  г) zze z sin
1

. 

Решение. а) Особыми точками функции 
4

1

ze
 будут точка z  и нули 

знаменателя  4ze , т. е. точки   Zninzn  ,124ln  . Так как 


n
n

zlim , 

точка z  не является изолированной. В точках nz  производная   4ze  
отлична от 0, поэтому точки nz  являются нулями первого порядка знаменателя 

4ze , следовательно, полюсами первого порядка исходной функции. 

б) Особыми точками функции  
2

2

1cos

1

zz



 будут точка  z  и нули 

знаменателей 2z   и  1cos z , т. е. точки Znnzn  ,2 . Так как 


n
n

zlim , 

точка z  не является изолированной.  
Далее в окрестностях точек nz  исходная функция представима в виде:   

 
 1cos

5,01cos2
2

2



zz

zz
, т. е. в виде отношения: 

)(

)(

xh

zg
, где  

 
2

25,01cos2
)(

z

zz
zg


 ,  

1cos)(  zzh . В точках 0nz  имеем: 0)(,0)()(,0)(  nnnn zhzhzhzg . 
Значит, согласно теореме 3.3 точки  ...),2,1(nzn полюса второго порядка. 

В окрестности точки 00 z  функцию zcos  согласно формуле (3.4) можно 

представить в виде: 442 )1(
!4

1
5,01cos zozzz  , где )1(o  бесконечно малая 

функция. Поэтому для исходной функции 
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)1(
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1
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)1(
12

1

lim

1)1(
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1
5,01
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1
5,012

lim
1cos

5,01cos2
lim

664

44

0

4422

2442
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2
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zozz

zoz

zozzz

zzozz

zz

zz

z

zz

 

Значит,  00z устранимая особая точка. 

в) Особыми точками функции  
z

ctge z 1
1

 будут точки ,0  и точки, в 

которых  
z

ctg
1

 не существует, т. е. точки  0\,1 Znnzn   . Так как 

0lim 


n
n

z , особая точка 0z  не является изолированной.  

Для исследования точки  z  сделаем замену wz 1 , тогда исходная 

функция примет вид: 
)(

)(

wh

wg
, где wwhwewg w sin)(,cos)(  . На основании 

теоремы 3.3 точка 0w  будет полюсом первого порядка функции 
)(

)(

wh

wg
, 

поскольку 01)0( g , 01)0(,0)0(  hh . Значит, точка  z  будет 
полюсом первого порядка исходной функции. 

Точки  0\, Znnwn   являются полюсами первого порядка функции 

)(

)(

wh

wg
, так как 0)( nwg , 0)(,0)(  nn whwh . Значит, точки ,1

nzn   

 0\Zn  будут полюсами первого порядка исходной функции. 
г) Исходная функция имеет особые точки 0 и  . В окрестности точки 

z  представим исходную функцию в виде: zz ez
z

z
zze

121 sin
sin  . При этом 

1
sin

lim
0


 z

z
z

, а предел функции zez
12  в точке 0z  не существует, поскольку в 

силу лорановского разложения: 





0

212

!

1

k

kz z
n

ez  точка 0z  является 

существенно особой точкой этой функции. Значит,  zze z

z
sinlim

1

0
 не 

существует, и 0z  будет существенно особой точкой исходной функции. 
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В окрестности точки z  сделаем замену wz 1 , тогда исходная 

функция примет вид:  
ww

ezze wz 1
sin

1
sin

1
 . Далее 1lim

0




w

w
e , а 

www

1
sin

1
lim

0
 не 

существует, поскольку  0w существенно особая точка функции 
ww

1
sin

1
. 

Поэтому 
ww

ew

w

1
sin

1
lim

0
 не существует, и  0w существенно особая точка 

функции 
ww

ew 1
sin

1
. Следовательно, z  существенно особая точка исход-

ной функции. 
Ответ: а) точки    Zninzn ,124ln   полюса первого порядка,    б) точки 

  0\,2 Znnzn   полюса второго порядка, точка  00z  устранимая 

особая, в) точки ,1
nzn    0\Zn , z  полюса первого порядка,  г) точ-

ки  zz ,0  существенно особые. 
 
 

4. ВЫЧЕТЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

Важнейшим понятием теории аналитических функций является понятие 
вычета. Известно, что если функцию )(zf  разложить в ряд Лорана (3.1) в 
окрестности изолированной особой точки 0z , то ее вычет в точке  0z  равен 

коэффициенту ряда Лорана перед степенью   1
0

 zz , т. е.  
                                                      1)(

0
czfresz  .                                                   (4.1) 

Ясно, что в устранимой особой точке вычет всегда равен нулю. 
Если 0z полюс порядка n  функции )(zf , то вычет можно найти по 

формуле 

                             )(
!1

1
)( 01

1

lim
0

0
zfzz

dz

d

n
zfres n

n

n

zz
z 









.               (4.2) 

В частности, если 0z  полюс 1-го порядка функции )(zf , то вычет находится 
по формуле 

                                         )()( 0lim
0

0
zfzzzfres

zz
z 


.                               (4.3) 

Если же в случае полюса 1-го порядка функция )(zf  представлена в виде 

)(

)(
)(

zh

zg
zf  , причем 0)( 0 zg , то вычет можно найти и по формуле 

)(

)(
)(

0

0
0 zh

zg
zfresz 
 . 
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4.1. Указания к задачам 13 – 16 
 

Если подынтегральная функция )(zf  аналитична в односвязной области 
D  за исключением конечного числа особых точек, а замкнутый контур   
лежит внутри D  и не содержит особых точек, то контурный интеграл можно 
найти по формуле 

                                             
 


n

k
z zfresidzzf
k

1
)(2)(  ,                                    (4.4) 

где nzzz ,...,, 21  особые точки )(zf , попавшие внутрь контура  . Поэтому 
для вычисления контурного интеграла по формуле (4.4) нужно: 
 найти все особые точки функции )(zf ; 
 оставить в рассмотрении только те особые точки, которые попали внутрь 
контура  , остальные – отбросить; 

 определить тип каждой оставленной точки и найти в ней вычет; 
 найденные вычеты подставить в формулу (4.4). 
 

Пример 13.  Вычислить интегралы:   

а)  ,42
22

 iz zz

dz
      б) dz

z

zz

z





11

2

cos

2 
. 

Решение. а) Контур интегрирования – окружность радиуса 2 с центром в 
точке i  (см. рис. 5). Особые точки функции:  01z полюс второго порядка, 

iz 22  ,  iz 23 полюса первого порядка. Точка iz 23   лежит вне контура  
интегрирования, поэтому ее отбрасываем. В итоге формула (4.4) принимает вид 

                  
















 4

1

4

1
2

4 2222
2

22 21
zz

res
zz

resi
zz

dz
zz

iz
 .            (4.5) 

Вычет в точке 1z  находим по формуле (4.2). 

     
0

4

2

4

1

!1

1

4

1
22022

2

022 limlim1























  z

z

zz
z

zz
res

zz
z . 

(Знак )(.   в предыдущей формуле означает производную по переменной z .) 
Вычет в точке 2z  находим по формуле (4.3). 

        162

1

4

1
2

4

1
2222222 limlim2

i

izzzz
iz

zz
res

iziz
z 

















 
. 

Найденные значения вычетов подставляем в формулу  (4.5) и получаем 

  816
2

42
22

 





i
i

zz

dz

iz
. 
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б) Контур интегрирования – окружность радиуса 1 с центром в точке 1 (см.  

рис. 6). Особые точки функции: Zkkkz  ,
2

 . Внутри контура интегрирова-

ния лежит только одна точка 
20
z . Она является устранимой особой точкой, 

поэтому вычет в ней равен 0. Значит, согласно формуле (4.4) контурный 
интеграл равен 0. 

Ответ: а) 8
 , б) 0. 

 
Пример 14.  Вычислить интегралы:   

а) ,
cos1

5

3






z
dz

z

z
      б) dz

z

zzzzz

ez




2

2345 65342
. 

Решение. а) Контур интегрирования – окружность радиуса   с центром в 
начале координат. Особая точка подынтегральной функции 0z ; она лежит 
внутри контура интегрирования. Значит, согласно формуле  (4.4) 

                                  
5

3

05

3 cos1
2

cos1

z

z
residz

z

z

z











.                            (4.6) 

Найдем вычет подынтегральной функции в точке 0z . Согласно формуле  

(3.4) имеем   





0

6
3

)!2(
1cos

k

k
k

k

z
z . Следовательно,                

  ...
!8!6!4!2)!2(

1
1cos1 19137

1

6

55

3








zzzz

k

z

zz

z

k

k
k  

Из полученного разложения видим, что 0z  – устранимая особая точка, 
поэтому вычет в ней равен 0. Значит, на основании формулы (4.6) контурный 
интеграл равен 0. 

б) Контур интегрирования – окружность радиуса e  с центром в начале 
координат. Особая точка подынтегральной функции 0z ; она лежит внутри 
контура интегрирования. Значит, согласно формуле  (4.4) 

zIm

i

zRe

2z

1z  

Рис. 5 

1z  2  1z  

zIm

zRe

Рис. 6 

0z  1
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2

2345

02

2345 65342
2

65342

z

zzzzz
residz

z

zzzzz

ez








 .  

Подынтегральная функция в точке 0z  имеет следующее разложение в ряд 
Лорана: 

2
23

2

2345 65
342

65342

zz
zzz

z

zzzzz



. 

Теперь согласно формуле (4.1) искомый вычет равен коэффициенту перед 
z

1
,   

т. е. равен 5. Значит, контурный интеграл равен ii  1052  . 
Ответ: а) 0, б) i10 . 
 

Пример 15.  Вычислить интеграл 




2
2

cos

z
dz

shzz

chzz
.       

Решение. Контур интегрирования – окружность радиуса 2  с центром в 
начале координат. Особые точки подынтегральной функции 

...,2,1,0,  kkizk  , причем внутри контура интегрирования лежит лишь 
точка 00 z . Значит, согласно формуле  (4.4) 

shzz

chzz
residz

shzz

chzz
z

z
2

2
2

cos
2

cos
0








 . 

Числитель chzz cos  подынтегральной функции в точке 00 z  имеет нуль 

второго порядка, а знаменатель  shzz 2 нуль третьего порядка; поэтому 
согласно теореме 3.3 предыдущего раздела подынтегральная функция в точке 

00 z  имеет полюс первого порядка. Применив формулу (4.3), находим                    







 shzz

chzz
z

shzz

chzz
res

z
z 202

coscos
lim0

shz   z  










 0

0cos
20

lim
z

chzz

z
 

 

 
1

2

cos

0

0

2

sincos
limlimlim

0020




















chzz

z

shzz

z

chzz

zzz
. 

Следовательно, исходный интеграл равен i2 . 
Ответ: i2 . 

Пример 16.  Вычислить интеграл  

   

 































32
25,0 11

22
sin

1

2

iz
z

dz
iziz

i

z

e





. 
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Решение. Особыми точками подынтегральной функции будут i1  и корни 

уравнения 015,0 ze  , т. е. точки   ...,2,1,0,24  kikzk  Контур 
интегрирования – окружность радиуса 3 с центром в точке i2 , внутри контура 
окажутся только две особых точки i1  и i2 .  Поэтому согласно формуле (4.4) 
исходный интеграл (обозначим его через Q ) равен    
                                         )()(2 21 zfreszfresiQ ii   ,                                (4.7) 
где  

   iziz

i

z

e
zf

z 















11

22
sin

1

2
)(

25,0





. 

В точке i1  функция 
1

2
5,0 ze 


 аналитична, и ее вычет равен 0, а функция 

   iziz

i

z













11

22
sin

2



  имеет полюс второго порядка. Поэтому   

   
















 

iziz

i

z

res
e

reszfres izii
11

22
sin

1

2
)(

215,011





 

 

 

 





























































 211 1

22
sin1

2222
cos

1

22
sin

!1

1
limlim

iz

i

z
iz

ii

z

iz

i

z

iziz



 

 

 
25,0

4

1

2

2
sin2

222
cos

2





















i

i
i



. 

В точке i2  функция 
   iziz

i

z













11

22
sin

2



 аналитична, и ее вычет равен 0, а 

функция  
1

2
5,0 ze 


 имеет полюс первого порядка. Поэтому   

   
 































 1

22

11

22
sin

1

2
)(

5,02225,022 lim ziz
izii

e

iz

iziz

i

z

res
e

reszfres
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4

4

5,0

2

1

2
2

0

0
5,025,02

limlim 















  


izizziz eee

iz
. 

Подставив найденные вычеты в формулу (4.7), найдем величину исходного 
интеграла   iiQ  5,7425,02  . 
Ответ: i5,7 . 
 

4.2. Указания к задачам 17, 18 
 

Для вычисления интеграла вида  
2

0
)sin,(cos dtttR ,  где  ),( vuR          

рациональная функция переменных vu, , вводят новую переменную z  по 

формуле itez  . Тогда  zidtidtedz it  ,  откуда 
iz

dz
dt  . По формулам Эйлера 

    





 






  

z
z

i
ee

i
t

z
zeet itititit 1

2

1

2

1
sin,

1

2

1

2

1
cos . 

Кроме того отрезок интегрирования 20  t  перейдет в контур 
интегрирования 1z , обходимый против хода часовой стрелки. В итоге 

исходный интеграл преобразуется к виду 

 
















 






 

2

0 1
1

1
)(

1

2

1
,

1

2

1
)sin,(cos

zz
dzzR

iz

dz

z
z

iz
zRdtttR , 

где )(1 zR новая рациональная функция переменной z . Эта функция будет 
аналитической во всей z -плоскости, за исключением конечного числа 
изолированных особых точек. Для вычисления полученного контурного 
интеграла следует использовать методику, изложенную в пункте 4.1.  

Пример 17.  Вычислить интеграл   

2

0 cos35 t

dt
. 

Решение. Сделаем замену переменной по формуле itez  . Тогда 
iz

dz
dt  , 

  





  

z
zeet itit 1

2

1

2

1
cos , и исходный интеграл примет вид 


 
















  1

2
1 3103

2

1

2

3
5 zz zz

dz

i

z
ziz

dz
. 
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Особыми точками подынтегральной функции являются 3,
3

1
21  zz . 

Внутри окружности 1z  лежит только точка 1z , являющаяся полюсом 

первого порядка. Поэтому 

.
28

1
4

3103

3

1

lim4
3103

1
2

2

cos35 22

2

0 3
11













 


zz

z

zz
resi

it

dt

z
z  

Ответ: 2
 . 

 

Пример 18.  Вычислить интеграл  
 




2

0
2sin35 t

dt
. 

Решение. Сделаем замену переменной по формуле itez  . Тогда 
iz

dz
dt  , 

  





  

z
z

i
ee

i
t itit 1

2

1

2

1
sin , и исходный интеграл примет вид 

 
 

















 

1
221

2
3103

4
1

2

3
5

zz izz

zdz
i

z
z

i
iz

dz
. 

Особыми точками подынтегральной функции являются  iziz 3, 23
1

1  . 

Внутри окружности 1z  лежит только точка 1z , являющаяся полюсом 

второго порядка. Поэтому исходный интеграл равен  

 
 

   

 
.

32

5

9

8

3

3
lim

9

8

39
lim8

3103
24

27
512
3

10

3

22

3
1

2

3
1

22

3
1

3
11














































i

i

iz

iz

iziz

ziz

izz

z
resii

iz

iz
z

 

Ответ: 32
5 . 
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4.3. Указания к задачам 19, 20 
 

Пусть 
)(

)(
)(

zQ

zP
zR

n

m рациональная функция комплексного аргумента 

iyxz  , )(),( zQzP nm многочлены степени m  и n соответственно. Пред-
положим также, что )(zR  непрерывна на действительной оси xz  . Тогда: 
 если 2 mn , то 

                                


 


n

k
z zRresidxxR
k

1
);(2)(                                        (4.8) 

 если 0,1  mn , то 

                   ,)(2Recos)(
1

 


 








 zi

n

k
z ezRresixdxxR
k

                          (4.9) 

                            .)(2Imsin)(
1

 


 








 zi

n

k
z ezRresixdxxR

k
                        (4.10) 

Следует помнить, что в формулах (4.8) –  (4.10) вычеты берутся только по тем 
полюсам функции )(zR , которые лежат в верхней полуплоскости 0Im z . 

Пример 19.  Вычислить интеграл  
   



  14 222 xx

dx
. 

Решение. Имеем 
   14

1
)(

222 


zz

zR . Функция )(zR  непрерывна на 

всей действительной оси xz   и  6,0  nm , т. е. 2 mn . Поэтому для 
вычисления интеграла можно использовать формулу (4.8). 

   
)(2

14 1222
zRresi

xx

dx n

k
zk









 , 

причем вычеты берутся только по тем полюсам, которые лежат в верхней 
полуплоскости 0Im z . Функция )(zR  имеет в верхней полуплоскости два 
полюса: простой полюс в точке  iz   и полюс второго порядка в точке  iz 2 . 
Найдем вычеты в этих точках. 

       
,

18
4

1
lim

14
lim)(

22222

i

izzzz

iz
zRres

iziz
i 
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.

288

11

12

244
lim

12

1
lim

14

2
lim)(

223

2

2

222222

2

2
2

i

ziz

izz

zizzz

iz
zRres

iz

iziz
i






























































 

Следовательно 
    144

5

288

11

18
2

14 222

 





 







ii
i

xx

dx
. 

Ответ: 144
5 . 

Пример 20.  Вычислить интеграл  
 




 



52

3sin1
2 xx

dxxx
. 

Решение. Имеем 
52

1
)(

2 




zz

z
zR  и воспользуемся формулой (4.10). 

Поскольку 3 , то согласно формуле (4.10) будем иметь 

                                
 

,)(2Im
52

3sin1 3

1
2 




















iz
n

k
z ezRresi

xx

dxxx
k

                 (4.11) 

причем вычеты берутся только по тем полюсам функции )(zR , которые лежат в 
верхней полуплоскости 0Im z . Функция )(zR  имеет два простых полюса 

iz 21 , причем только  iz 211   лежит в верхней полуплоскости. Находим 

     i
iz

iz

iz

iz

iz
i e

iz

ez

zz

eziz
ezRres 36

3

212

3

21

3
21 2

1

21

1
lim

52

121
lim)( 


 








 . 

Подставив найденный вычет в формулу (4.11), будем иметь 

     3cos3sin3cosIm
2

2Im
52

3sin1 66
36

2





















 eiie

e
i

xx

dxxx i
 . 

Ответ: 3cos6e . 

 
5. ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ 

 
Операционное исчисление является мощным математическим методом 

решения различных прикладных задач. В его основе лежат два понятия: 
оригинал )(tf  и изображение )( pF . Оригинал )(tf это любая непрерывная 
или кусочно-непрерывная на интервале ),(   функция, равная 0 при 0t   

и удовлетворяющая на промежутке ),0[   неравенству tMetf )( , где 

,M  некоторые положительные константы. Простейшим примером оригина-
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ла является функция Хевисайда )(t , определяемая следующим образом: 
0)( t   при  1)(,0  tt   при 0t . Изображением )( pF  называется 

функция  



0

)()( dttfepF pt . Тот факт, что )(tf оригинал, а )( pF  его 

изображение, коротко записывается так: )(tf ≓ )( pF . Процесс нахождения 
изображения )( pF  по его оригиналу )(tf  называется преобразованием 
Лапласа. 

Отметим некоторые свойства преобразования Лапласа. 
а) Преобразование Лапласа линейно, т. е. изображение от линейной 

комбинации оригиналов равно линейной комбинации их изображений. 
Например, если )(1 tf ≓ )(1 pF , )(2 tf ≓ )(2 pF , 21, некоторые константы, 
то  )()( 2211 tftf   ≓ )()( 2211 pFpF   . 

Далее, пусть )(tf оригинал, а )( pF  его изображение, т. е. )(tf ≓ )( pF . 
Тогда справедливы следующие формулы операционного исчисления: 

б) )()( tf n ≓ )0()0(...)0()0()( )1()2(21   nnnnn fpffpfppFp ; 

в частности:  )(tf  ≓ )0()( fppF  ,      )(tf  ≓ )0()0()(2 fpfpFp  ; 

в) 
t

df
0

)(  ≓ )(
1

pF
p

; 

г) )(tfe t ≓ )( pF ; 

д) )( atf  ≓ )( pFe ap ; 

е) )( tf  ≓ )(
1


p

F ; 

ж)   )(tft n ≓ )( pF
dp

d
n

n
;      в частности )(ttf ≓ )( pF  ; 

з) 
t

tf )( ≓ 


p
dzzF )( . 

 
Ниже приведена таблица изображений для основных элементарных 

функций. Следует иметь в виду, что в левых частях формул должны стоять не 
сами элементарные функции, а их произведения на функцию Хевисайда )(t , 
поскольку сами элементарные функции оригиналами не являются. Множитель 

)(t  мы опускаем ради простоты записи формул. 
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1) 1≓
p

1
 7) tsh ≓

22 



p
 

2) te ≓
p

1
  8) te t  cos ≓

  22 







p

p
 

3) nt ≓
1

!
np

n
  9) te t  sin ≓

  22 



p
 

4) tcos ≓
22 p

p
 10) tche t  ≓

  22 







p

p
 

5) tsin ≓
22 



p
 11) tshe t  ≓

  22 



p
 

6) tch ≓
22 p

p
 12) tt cos ≓

 222

22









p

p
 

 
                           

5.1. Указания к задаче 21 
 

Пусть оригинал )(tfy   является кусочно-линейной функцией. График 
такой функции состоит из отрезков прямых; он изображен  на рис. 7. Пусть 

 ),...,2,1( nkk  точки разрыва )(tf  или )(tf  . Обозначим:  
  )0()0( kkk ff   скачок функции в точке k ; 
   )0()0(1 kkkkk fftgtg   скачок производной в точке 

k . 

 
Изображение такой функции будет иметь вид 

k  

1k  

k  O t  

y  

1  

k  

Рис. 7 

)(tfy   
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n

k

kkp

pp
epF k

1
2

)(
 .                                       (5.1) 

 
 

Пример 21.  Найти изображение кусочно-линейной функции, график 
которой изображен на рис. 8. 

Решение. По рисунку определяем точки разрыва функции и ее производ-
ной, а также их скачки в этих точках.  Такими точками являются: ,1 a  

aaa 5,3,2 432   . Скачки )(tf , 
)(tf   в этих точках равны:           

,01   ;
1

1 a
  ,12   ;

1
2 a

                 

,03   ;
2

1
3 a

   ,14    
a2

1
4  .                

По формуле (5.1) находим 

   







  apap e

app
e

ap
pF 2

22

111
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2
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2
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3
2

apap e
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e
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Ответ: apapapap e
app

e
ap

e
app

e
ap

5
2

3
2

2
22 2

11

2

1111 





















 . 

 
5.2. Указания к задаче 22 

 
Будем искать оригинал )(tf  по заданному изображению )( pF  в случае, 

когда )( pF  является правильной рациональной дробью. В этом случае )( pF  
сначала разлагают на сумму простейших дробей методом неопределенных 
коэффициентов. Затем для каждой простейшей дроби находят оригинал, 
используя таблицу оригиналов и изображений и свойства преобразования 
Лапласа. 

Пример 22.  Найти оригинал )(tf  по заданному изображению  

  1261

109
)(

2 




ppp

p
pF . 

Решение. Разложим )( pF  на сумму простейших дробей. Имеем 

   12611261

109
22 











pp

CBp

p

A

ppp

p
. 

2  

1 

a5  a3  a2  a  O t  

y  

Рис. 8 
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Отсюда      1126109 2  pCBpppAp . Полагая сначала 1p , 
затем 0p  и 1p , получим систему трех уравнений: 

 CBACAA  271;1210;1919 , из которой находим 
2,1,1  CBA . Следовательно 

   126

2

1

1

1261

109
22 











pp

p

pppp

p
. 

По таблице оригиналов и изображений находим 

1

1

p
≓ te ,             

 











33

2

126

2
22 p

p

pp

p
 

    2222 33

3

3

5

33

3









pp

p ≓    tete tt 3sin
3

5
3cos 33   . 

Поэтому 

  1261

109
2 



ppp

p
 ≓    teteetf ttt 3sin

3

5
3cos)( 33   . 

Ответ:    






   ttee tt 3sin
3

5
3cos3 . 

 
5.3. Указания к задачам 23, 24 

 
Для решения операционным методом линейного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами 
                                        )(21 tfyayay                                              (5.2) 

и начальными условиями 
                                                10 )0(,)0(   yy                                             (5.3) 
нужно к обеим частям уравнения (5.2) применить преобразование Лапласа. 
Итак, обозначим )(ty ≓ )( pY . Используя  теорему об изображении производных 
и учитывая начальные условия (5.3),  имеем: )(ty ≓ 0)0(  pYypY ,  

)(ty  ≓ 10
22 )0()0(   pYpypyYp . Находим изображение правой 

части уравнения: )(tf ≓ )( pF . В итоге вместо дифференциального уравнения 
(5.2)  получим алгебраическое уравнение относительно изображения )( pY :  

  )(20110
2 pFYapYapYp   . Решая его, находим 

21
2

0110)(

apap

appF
Y







. 

Теперь по известному изображению )( pY  находим оригинал )(ty , который и 
будет являться решением исходной задачи. 



 34

Замечание. Если решается дифференциальное уравнение (5.2) с нулевыми 
начальными условиями: 0)0(,0)0(  yy , то его решение можно найти с 
помощью одной из формул Дюамеля: 

          
t

dtfyty
0

1 )()()(      или        
t

dftyty
0

1 )()()(  ,               (5.4) 

где )(1 ty  решение вспомогательной задачи Коши 
0)0(,0)0(,121  yyyayay . 

Пример 23.  Найти решение дифференциального уравнения 

t
yy

sin2

1


 , 

удовлетворяющее начальным условиям: 0)0(,0)0(  yy . 
Решение. В данном случае изображение правой части уравнения найти 

достаточно трудно, поэтому для решения поставленной задачи воспользуемся 
второй формулой Дюамеля (5.4). Для этого предварительно найдем функцию 

)(1 ty , решив следующую вспомогательную задачу:  
0)0(,0)0(,1  yyyy . 

Эту задачу решаем операционным методом. Пусть )(ty ≓ )( pY , тогда 

)(ty ≓ pY ,    )(ty  ≓ Yp2 ,  1≓
p

1
,   и  вместо дифференциального  получаем 

алгебраическое уравнение 
p

YYp
12  , которое имеет решение   1

1
2 


pp

Y . 

Эту дробь разложим на сумму простейших, используя метод неопределенных 

коэффициентов. В итоге получим  
1

1
2 


p

p

p
Y . Теперь для каждой 

простейшей дроби находим ее оригинал:  
p

1 ≓1,  
12 p

p ≓ tcos  и получаем 

решение вспомогательной задачи: tty cos1)(1  . 
Решение исходной задачи находим по второй формуле Дюамеля, в которой 

положим   ttty
t

tf sincos1)(,
sin2

1
)( 1 


 . Тогда 

     








ttt d
t

d
tdtty

000 sin2

sin
cos

sin2

cos
sin

sin2

1
sin)(








 .             (5.5) 

Первый интеграл в формуле (5.5) находится достаточно просто. 

 
      






 





  tt

dd
ttt

sin
2

1
1ln2lnsin2ln|sin2ln

sin2

sin2

sin2

cos

000








.  (5.6) 
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Второй интеграл в формуле (5.5) находится с помощью универсальной 

тригонометрической подстановки utg 
2


. При этом имеем: arctgu2 , 

22 1

2
sin,

1

2

u

u

u

du
d





  . Тогда 

 

  
 














2/

0
22

2/

0
2

22

0 11

2

1

2
2

1

2

1

2

sin2

sin ttgttgt

uuu

duu

u

u
u

du

u

u

d




. 

Используя метод неопределенных коэффициентов, разложим подынтегральную 
функцию на разность простейших дробей  

   2222 1

2

1

2

11

2

uuuuuu

u








. 

Поэтому 
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sin2

sin
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4
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 t

t
tgarctgt

d 



                          (5.7) 

Подставив формулы (5.6), (5.7) в формулу (5.5), получим решение исходной 
задачи 
















 





 

3

1

3

2

33

2
cossin

2

1
1lnsin)(

23
4 ttgarctgttttty


. 

Ответ: 














 





 

3

1

3

2

33

2
cossin

2

1
1lnsin)(

23
4 ttgarctgttttty


. 

Пример 24.  Операционным методом решить задачу Коши  

2)0(,1)0(,23  yyteyyy t . 
Решение. Пусть )(ty ≓ )( pY . Используя начальные условия, будем иметь 

)(ty ≓ 1)0(  pYypY ,    )(ty  ≓ 2)0()0( 22  pYpypyYp . Находим 

изображение правой части: tte ≓
 21

1

p
. В итоге вместо исходного 

дифференциального уравнения получим алгебраическое уравнение 
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 2

2

1

1
2132




p
YpYpYp , 

из которого находим  

 
 2

2

1

1
523




p
pYpp , 

     21

4117

1

1
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23

1
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23
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pp

ppp

p
p

pp
Y . 

Применяя метод неопределенных коэффициентов, разложим Y  на сумму и 
разность простейших дробей 

                         
    2

2

1

1

1

1

1

3
32 











pppp
Y .                               (5.8) 

Находим оригинал от каждой дроби: 

1

3

p
 ≓ te3 ,    

 21

1

p
≓ tte ,   

 31

1

p
≓ tet 2

2

1
,    

2

2

p
 ≓ te22 . 

Теперь с учетом представления (5.8) находим оригинал для Y , который и 

является решением исходной задачи:  tttt eetteety 22 2
2

1
3)(  . 

Ответ: tt eettty 22 2
2

1
3)( 






  . 

 
5.4. Указания к задаче 25 

 
Для решения задачи о движении материальной точки на прямой следует 

воспользоваться физическим смыслом производных первого и второго 
порядков: если материальная точка движется прямолинейно по закону )(txx  , 
то  )(tx  ее скорость,  )(tx  ее ускорение в момент времени t . Тогда согласно 
второму закону Ньютона Fxm  , где  m масса точки, F равнодействующая 
всех сил, действующих на точку. Перемещение точки за время от 1t  до 2t  
находится по формуле   

                                                        
2

1

)(
t

t
dttvx .                                                   (5.9) 

Пример 25.1.  Материальная точка массы  m  движется прямолинейно под 
действием возмущающей силы tmf sin2  и силы сопротивления mvR  , где 
v  скорость точки. Найти закон движения )(txx   точки, если в начальный 

момент времени 1)0(,0)0(  vx . 
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Решение. Найдем равнодействующую сил. xmtmRfF  sin2 . 
Согласно второму закону Ньютона получаем уравнение движения точки: 

xmtmxm  sin2 . Таким образом, для определения закона движения точки 
получается следующая задача Коши 

1)0(,0)0(,sin2  xxtxx . 
Эту задачу решаем операционным методом. Обозначим )(tx ≓ )( pX ,  тогда  

)(tx ≓ pX ,  )(tx  ≓ 12 Xp ,  tsin ≓
1

1
2 p

. В итоге получим уравнение для 

изображения:   
1

2
1

2
2




p
pXXp , из которого находим  

  11

3

1

2
1

1
2

2

22 




















ppp

p

ppp
X . 

Методом неопределенных коэффициентов разложим X  на сумму и разность 
простейших дробей 

                         
1

1

11

23

1

1

1

23
222 
















pp

p

ppp

p

pp
X .       

Находим оригинал от каждой простейшей дроби и получаем решение исходной 

задачи ttetx t sincos23)(   .                          

Ответ: ttex t sincos23   . 
Пример 25.2.  На материальную точку массы m  действует сила 

сопротивления mvR 5,0 , пропорциональная скорости v . Какое расстояние 
пройдет точка за неограниченное время, если ей сообщена начальная скорость 

40 v м/с. 
Решение. Так как   )(tv ускорение, то по второму закону Ньютона мы 

получаем уравнение движения точки mvvm 5,0 . Таким образом, для 
определения скорости движения точки получаем следующую задачу Коши: 

4)0(,05,0  vvv . 
 Эту задачу решаем операционным методом. Обозначим )(tv ≓ )( pV ,  тогда  

)(tv ≓ 4)0(  pVvpV . В итоге получим уравнение 05,04  VpV , из 

которого находим 
5,0

4




p
V . Находим оригинал от дроби и получаем 

решение задачи Коши tetv 5,04)(  .        
Поскольку 0)( tv , направление движения точки не меняется и прой-

денный ею путь совпадает с ее перемещением. Поэтому согласно формуле  (5.9) 
пройденный точкой за время t  путь равен 
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 t
t

t
t

t
t

eedtedttvtS 5,0

0

5,0

0

5,0

0

18|84)()(    . 

Находим   818)( 5,0
limlim  



t

tt
etS . 

Ответ: 8. 
 

5.5. Указания к задаче 26 
 

Системы линейных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами решаются операционным методом совершенно так же, как и 
отдельные уравнения. К каждому дифференциальному уравнению применяют 
преобразование Лапласа и вместо одного уравнения получают систему 
линейных алгебраических уравнений относительно изображений искомых 
функций. Решая полученную систему, находят изображение каждой искомой 
функции и по ним восстанавливают оригиналы, которые и будут решением 
исходной дифференциальной системы. 

Пример 26. Решить систему дифференциальных уравнений 








,12

,

yxy

yxx




     .2)0(,2)0(  yx  

 Решение. Пусть )(tx ≓ )( pX ,  )(ty ≓ )( pY , тогда x≓ 2pX ,  y ≓ 2pY ,  

1≓
p

1
.  Вместо  исходной дифференциальной   системы  получили  алгебраичес-

кую систему для изображений 
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Полученную систему решаем по формулам Крамера. 
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Разлагая X  и Y  на простейшие дроби, получаем 
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1

1

1

1
,

1

1
222 








pp

p

p
Y

p

p

p
X . 

Следовательно, tttyttx sincos1)(,cos1)(  . 
Ответ: 1cossin,1cos  ttytx . 
 
 
 

6. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ  
 

6.1. Указания к задаче 27 
 

Чтобы найти образ односвязной области D  с границей C  при конформном 
отображении, реализуемом аналитической функцией )(zfw  , нужно сначала 
найти образ линии C . Если линия C  (или ее часть) задана параметрическим 
уравнением )()( tiytxz   на комплексной z -плоскости, то, находя значения 
функции  )()( tiytxfw  , получаем параметрическое уравнение 

)()( tiVtUw   линии C
~

 на комплексной w -плоскости. Линия C
~

 будет 
образом линии C  при конформном отображении )(zfw  . Тогда согласно 
принципу соответствия границ функция )(zfw   осуществляет конформное 

отображение области D  с границей C  на область D
~

 с границей C
~

.  
Если линия C

~
 содержит бесконечно удаленную точку, то, выбирая область 

D
~

, необходимо помнить, что при конформном отображении направление 
обхода границ сохраняется: если при обходе линии C  область D  остается 
слева, то ее образом должна быть область D

~
, которая остается слева при 

соответствующем обходе контура C
~

 точками ))(()( tzftw  . 
Пример 27.1. Выяснить, во что преобразуется прямоугольная сетка 

czcz  Im,Re  при отображении функцией zshw  . 
Решение. Положим ivuwiyxz  , , тогда  

  yichxyshxshiychxchiyshxiyxshivu sincos  . 
Отсюда находим    
                                          ychxvyshxu sin,cos  .                                      (6.1) 

Определим вид образов линий прямоугольной сетки.  Если cx  , 

 y , то из формул (6.1) следует уравнение 1
2

2

2

2


cch

v

csh

u
. Значит, 

образом прямой cx   является эллипс с полуосями chcshc ,  и фокусами на  

оси wIm  при 0c  или отрезок от i  до i  при 0c .  
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v  

u  

i

i  

Рис. 9 

Если  x , cy  , то из формул (6.1) следует уравнение 

1
cossin 2

2

2

2


c

u

c

v
. Значит,  образом прямой cy   является    гипербола с 

полуосями csin , ccos  и фокусами на оси 

wIm . Точнее, верхняя ветвь гиперболы в 
случае 0sin c  или нижняя ветвь гиперболы 
в случае 0sin c . Образ прямоугольной 
сетки изображен на рис. 9.  

 
Пример 27.2. Выяснить, во что 

преобразуется полуполоса 
2

Re0


 z , 

0Im z  при отображении функцией 
zctgw  . 

Решение. Так как справедливо 

следующее представление: 
   

1

1

sin

cos
2

2















iz

iz

iziz

iziz

e

ei

ee
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z

z
ctgz , то исходную 

функцию ctgzw   можно представить как суперпозицию двух функций: 

ize2  и 
 

1

1






i

w . 

Найдем образ полуполосы 0Im,
2

Re0  zz


 (см. рис. 10) при 

отображении ize2 . Положим iyxz  . На участке ОА границы имеем: 

xixexz ix 2sin2cos, 2   . Следовательно, при изменении z  от 0 до 2
  

точка   опишет на комплексной   -плоскости верхнюю полуокружность 
радиуса 1 с центром в точке 0 , которая пробегается в положительном 
направлении (см. рис. 11). 

На левой вертикальной части границы (см. рис. 10) имеем ,iyz   причем y  

меняется от    до 0. Значит, yyi ee 22 2  , т. е. на комплексной   -плос-
кости точка   пробегает отрезок от 0  до 1  (см. рис. 11). 

Наконец, на правой вертикальной части границы (см. рис. 10) имеем 

,2 iyz    причем y  меняется от 0до  . Значит, yiyi
ee 2)(2 2  


 ,     

т. е. на комплексной   -плоскости точка   пробегает отрезок от 1  
до 0  (см. рис. 11). На рис. 10 при обходе границы полуполоса остается 
слева. Чтобы на рис. 11 при обходе границы область оставалась слева, нужно в 
качестве области взять внутренность полукруга. Таким образом, при 
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отображении ize2  полуполоса 0Im,
2

Re0  zz


 отображается в 

верхний полукруг, изображенный на рис.11. 
Теперь найдем образ полученного полукруга при отображении 
 

1

1






i

w . Это отображение является дробно-линейным. Известно, что  

дробно-линейное преобразование отображает окружность в окружность. 
(Прямая линия тоже считается окружностью бесконечного радиуса.) 

Найдем образ полуокружности при отображении 
 

1

1






i

w . Для этого 

выберем на полуокружности три точки: 1,,1   i   и найдем их образы 
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1

1

1

1
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2
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 w
i

ii

i

ii
iww . Следовательно, образом полу-

окружности является положительная часть действительной полуоси w -
плоскости (см. рис. 12). 

  На прямолинейном участке границы (см. рис. 11) переменная   
принимает только действительные значения и меняется  от 1  до 1 . При 

этом переменная  
 

1

1






i

w  принимает только мнимые значения и меняется 

от 0 до  i .  Значит, отрезок  1,1   плоскости отображается в отрица-
тельную часть мнимой оси w -плоскости (см. рис. 12). 

 
Ввиду конформности отображения в точке 1  угол между кривыми и 

их образами сохраняется как по величине, так и по направлению. Поэтому в 
качестве образа полукруга в  -плоскости нужно взять 4 квадрант w -
плоскости.1 

 

                                                 
1 Этот же результат будет получен, если использовать принцип сохранения направления 
обхода границы. 

Рис. 11 
O 
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B zIm  
wIm  
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wRe
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Пример 27.3. Выяснить, во что преобразуется первый квадрант при 
отображении функцией zw arccos . 

Решение. Воспользуемся следующим представлением арккосинуса: 






  1lnarccos 2zziz ,   где   arg,arglnln i . 

Поэтому исходное отображение примет вид 

     












  1arg1ln 22 zzizziw ,   





  1arg 2zz .   (6.2) 

Поскольку функция 12 z  является двузначной, фиксируем ту ветвь 

функции, на которой   01Re 2 z  для 1Re z . 
Чтобы найти образ первого квадранта при отображении (6.2), найдем образ 

его границы. Выясним сначала, во что преобразуется полуось AO  (см. рис. 13). 
На оси AO  имеем: iyz  , причем y  меняется от   до 0. Тогда согласно (6.2) 







 













 

2
1ln1arg1ln 222 

iyyiyiyiyiyiw . 

Итак, 




  1ln

2
2yyiw


, причем y  меняется от   до 0. Значит w  

меняется от  i
2


 до 

2


, т. е. полупрямая AO  при отображении (6.2) перехо-

дит в полупрямую CE (см. рис. 14). 
Теперь выясним, во что преобразуется отрезок OK  z -плоскости. Имеем: 

xz  , причем  x  меняется от 0 до 1. Тогда согласно (6.2) 

           

.
11

1ln1arg

1ln1arg1ln

22
2

222
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arctgiixixi
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Значит, если  x  меняется от 0 до 1, то w  меняется от 
2


 до 0. Следовательно, 

отрезок OK  z -плоскости при отображении (6.2) переходит в отрезок EO   
w -плоскости (см. рис. 14). 

Наконец, выясним, во что преобразуется полупрямая KB  z -плоскости. 
Имеем: xz  , причем  x  меняется от 1 до  . Тогда согласно (6.2) 

.1ln1arg1ln 222 




 













  xxixxixxiw  

Значит, если  x  меняется от 1 до  , то w  меняется от 0 до  i . 
Следовательно, полупрямая KB  z -плоскости при отображении (6.2) переходит 
в полупрямую OD  w -плоскости (см. рис. 14). 
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Чтобы сохранить положительное направление обхода границы, в качестве 
образа первого квадранта z -плоскости следует выбрать полуполосу: 

0Im,
2

Re0  ww


, изображенную на рис. 14. 
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