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I. Предел последовательности 

1.1. Определение предела последовательности   

Определение. Число a называется пределом последователь-

ности  nx , ( axn
n




lim ), если  0  номер )(NN    

такой, что  axNn n . 

Доказать по определению, что axn
n




lim , значит найти вид 

зависимости )(NN  , позволяющий для произвольно за-

данного 0  найти номер N , такой, чтобы Nn   выпол-

нилось неравенство  axn . Для этого левую часть по-

следнего неравенства ax
n
  оценивают сверху так, чтобы в 

оценке оставалось n , а сама оценка была как можно более 

простой. Например, при доказательстве предельного равен-

ства 1
2

1
lim 





 n

n

n
 получаем 

nnn

n
axn

1

2

1
1

2

1








 . 

После этого записываем неравенство 
n

1
 и решаем его от-

носительно n . Результат решения должен иметь вид )(fn  . 

Решение 


1
n  обеспечивает в нашем случае выполнение не-

равенства 



2

1

n
axn . Далее, поскольку )(N  – нату-

ральный номер, а величина 



1

)( f  не обязательно имеет 

натуральное значение, берется целая часть числа 


1
 и оконча-
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тельно 1
1

)( 










N . Если взять, например, 095,0 , то по-

лучится 101N , т.е. )095.1,905.0(101 
n

xn . 

Пример 1. Доказать по определению предела, что 

;0
1

1
lim

2


 nn
 

Определение предела для нашего случая примет вид  

 



1

1
),(0

2n
NnNN . Будем считать, что 

1n , т.к. в определении предела )(NN   может быть сколь 

угодно большим при n . Сделаем оценку сверху для ле-

вой части последнего неравенства в определении предела, 

nn
n

1

1

1
1

2



 , запишем неравенство 

n

1
 и, решая 

его относительно n, получим 


1
n . Следовательно, 

1
1

)( 










N .  

Пример 2. Доказать по определению предела, что 

.
1

lim
3


 n

n

n
  

     Для этого случая определение предела последовательности 

необходимо перефразировать так: для каждого сколь угодно 

большого 0Е  ExNnENNЕ n  ),(0 , т.к. 

нужно доказать, что элементы последовательности 
1

3




n

n
xn  

могут быть сколь угодно большими при достаточно больших 
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значениях n . При этом оценку левой части неравенства 

Exn   надо делать снизу. En
n

n

n

n
xn 


 2

33

1
. Теперь,  

решая неравенство En 2  вместо неравенства E
n

n
xn 




1

3

, 

получим 1][)(,  NENEn . 

Задачи для самостоятельного решения 

Доказать по определению предела последовательности сле-

дующие предельные равенства: 

1) 
5

3

35

23
lim 





 n

n

n
;  2) 0

1

1
lim

2






 n

n

n
;  3) 

 1
lim

2

2

nn

n

n
;  

4) 
2

3

42

33
lim

2

2






 n

n

n
;    5) 0

78

6
lim

3


 n

n

n
;    6) 0

2

3
lim 












n

n
;  

7) 1
12

12
lim 





 n

n

n
. 

 

1.2. Вычисление пределов последовательностей 

 

Если существуют конечные пределы n
n

x


lim , n
n

y


lim , то суще-

ствуют конечные пределы  

                  1. n
n

n
n

nn
n

ybxabyax


 limlim)(lim    Rba  , ;  

                  2. n
n

n
n

nn
n

yxyx


 limlim)(lim ; 

      3. 
n

n

n
n

n

n

n y

x

y

x








lim

lim
)(lim , если 0lim 


n

n
y . 
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Решение типовых примеров:  

1) 3
2

6

3
2

1
6

lim
32

16
lim 












n
n

n
n

n

n

nn
, так как 0

3
,

1




nnn
. 

2) 0
5

0

1
4

5

23

lim
145

23
lim

2

2













n

nn

nn

n

nn
, так как 

0
3

,
2

,
4

2 


nnnn
. 

3) 










 0

2

61

7
2

lim
6

72
lim

2nn

n

n

n

nn
, так как 

0
1

,
6

,
7

2 


nnnn
. 

В примерах 1) – 3) мы делили числитель и знаменатель дро-

би, стоящей под знаком предела, на старшую степень n . 

 

  4) 


)12(lim nn
n

 

12

)12)(12(
lim






 nn

nnnn

n







 12

)1(2
lim

nn

nn

n
 

0
12

3
lim 




 nnn
 так как 

n
nn 12 . 

 

В примере 4) мы применили прием умножения и деления на 

выражение, сопряженное исходному. 
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5) 


)1(lim 33 nn
n

 







 3 233 2

3 233 233

)1()1(

))1()1()(1(
lim

nnnn

nnnnnn

n
 







 3 233 2 )1()1(

1
lim

nnnn

nn

n

0
)1()1(

1
lim

3 233 2





 nnnnn
, так как 0

1



. 

 

В примере 5) мы умножили и разделили разность оснований 

)1( 33 nn  на неполный квадрат суммы этих оснований, 

получив в числителе разность кубов. 

6) 7

7

1

7

2

1
7

2

lim
72

72
lim

1

























 n

n

nnn

nn

n
, так как 0

7

2












n

n

. 

В примере 6) мы почленно разделили числитель и знамена-

тель исходной дроби на n7 .  

7) 














 )1(

1
...

32

1

21

1
lim

nnn

.1
1

1
1lim

1

11
...

3

1

2

1

2

1
1lim 

















































 nnn nn
 

В примере 7) мы воспользовались тем, что 

1

11

)1(

1







nnnn
Nn . 
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Задачи для самостоятельного решения 

 

Найти пределы: 

1) 
26

14
lim

3

3





 n

nn

n
;   2) 

1

52
lim

2 



 nn

n

n
;   3) 

5216

13
lim

2 



 nn

n

n
;  

4) 
748

56
lim

23 



 nnn

n

n
; 5) 

12

12
lim

35 4

3 24 5





 nn

nn

n
;                 

6) 
1

...321
lim

2 



 n

n

n
;   7)  nnn

n




2lim ;                               

8)  3 23 2 1lim nnn
n




;   9) 
11 23

32
lim

 


nn

nn

n
;                            

10) 

n

n

n

3

1
...

3

1
1

2

1
...

2

1
1

lim






;   11) 














 22

...21
lim

n

n

n

n
;  

12) 












 n

n

n ..321

)12(...531
lim ;   13) 

323

11
lim

6 2

3





 nn

n

n
. 

 

II. Предел функции 

2.1. Определение предела функции. 

Определение. Число b  называется пределом функции )(xf  

при ax  ( bxf
ax




)(lim ), если 0)(0    такое, 

что   bxfaxx )(: . Доказать предельное равен-

ство bxf
ax




)(lim  означает, что необходимо найти вид зави-

симости )(  такой, чтобы в определении предела функ-
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ции из неравенства  ax  следовало бы неравенство 

bxf )( .  

В этом определении предполагается, что числа a  и b  конеч-

ны. Если a  или b , то знаки неравенств в определе-

нии предела несколько меняются. Например, 

1) bxf
x




)(lim : 

  bxfxx )(:,0)(0 ; 

2) bxf
x




)(lim : 

  bxfxx )(:,0)(0 ; 

3) 


)(lim xf
ax

: 

ExfaxxE  )(:,0)(0  ;  

4) 


)(lim xf
x

: 

ExfxEE  )(,0)(0 .  

Рассмотрим несколько типовых примеров доказательства 

предельных равенств: 

     1) Доказать, что .3)12(lim
2




x
x

  

Доказать это предельное равенство означает, что необходимо 

найти вид зависимости )(  такой, чтобы в определении  

предела функции из неравенства  2x  следовало бы не-

равенство  312)( xbxf  22 x  или 
2

2


x . 

Таким образом 0  0
2



 , при котором из нера-
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венства  2x  следует неравенство  312x , что нам 

и требовалось. 

 

     2) Доказать, что .2lim
4




x
x

 

Необходимо доказать, что 

  24:,0)(0 xxx . Для опре-

деления вида зависимости )(   оценим 2x  – левую 

часть последнего неравенства в определении предела функ-

ции  

22

4

2

4

2

)2)(2(
2

















x

x

x

x

xx
x . 

Теперь, если 



2
, то искомая зависимость  2  и пре-

дельное равенство доказано. 

 

     3) Доказать, что .1)21(lim 


x

x
  

Необходимо доказать, что 

  121:,0)(0 xxx . Так как 

x   22121 xx , то зависимость   от   опреде-

ляется равенством 



1

log,2
2

 . 

4) 


3

x
lim x . По определению предела это значит 

ExxxEE  3:,0)(0  или   xx :   

333 , EEx  . 



 11 

Задачи для самостоятельного решения 

 

Доказать по определению предела: 

1) 1xlim 4

1x



;       2) a

a
sinxsinlim

x



;       3) 0

1
lim

2x


 x

x
;      

4) 
 21x )1(

1
lim

x
;     5) 1

1

1
lim

0x





 x

x
;     6) 



3 5

x
lim x . 

 

2.2. Непосредственное вычисление пределов 

 

При вычислении предела функции )(lim xf
ax

 есть всего две 

принципиальные возможности: либо )()(lim afxf
ax




, либо 

при подстановке числа a  вместо x  в функцию )(xf  получа-

ются «неопределенности» вида 




  ,,0,1,0,,
0

0 0  и др., которые нужно 

«раскрывать». При вычислении пределов функций часто при-

ходится пользоваться свойствами пределов: 

1. )(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
axaxax 

   R , ;  

2. )(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
axaxax 

 ; 

3. 

ax

ax

ax xg

xf

xg

xf








)(lim

)(lim

)(

)(
lim , если 0)(lim 


xg

ax
, 

если существуют конечные пределы )(lim xf
ax

, )(lim xg
ax

. 

 

Для раскрытия неопределенностей при вычислении пределов 

функций используются как правила, так и шаблонные преде-

лы, которые нужно знать наизусть. 
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Следует запомнить следующие пределы: 

 

(1) 1
sin

lim
0


 x

x

x
;  (2) ex x

x




1

0
)1(lim ;  (3) 1

)1ln(
lim

0




 x

x

x
;   

             (4) a
x

a x

x
ln

1
lim

0





;      (5) 






 x

x

x

1)1(
lim

0
;      

(6) 0,1,0
log

lim 


ba
x

x
b

a

x
;   (7) 0,1,0lim 


ka

a

x
x

k

x
;   

(8) 0,0loglim
0




bxx a

b

x
. 

 

 

Вместо x  в предельных равенствах (1) – (8), предлагаемых 

для запоминания, может стоять любое выражение )(xu , а x  

может стремиться к любому числу a , конечному или беско-

нечному, лишь бы 0)( xu  при ax  , как в пределах 

(1)-(5), (8) или )(xu  при ax  , как в пределах (6),(7).  

 

     Решение типовых примеров:  

 

Пример 1. Найти предел 1)-xsinxsin2(lim 2

6
x





.  

Подставим вместо x  число 
6


 в выражение, стоящее под зна-

ком предела. Получим 01
2

1

2

1
1-

6
sin

6
sin2 2 


, и ис-

ходный предел равен нулю. 

 

     Иногда для раскрытия неопределенности   нужно 

выполнить алгебраические преобразования в выражении, сто-

ящем под знаком предела. 
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Пример 2. Найти предел 











 23

1

)2(

1
lim

222 xxxx
. 

Приведем разность, стоящую под знаком предела к общему 

знаменателю 




















  )1()2(

21
lim

23

1

)2(

1
lim

22222 xx

xx

xxx xx
 





 0

1

)1()2(

1
lim

22 xxx
 

Пример 3. Найти предел 
23

22
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x
.  

Подставляя 1x  в выражение, стоящее под знаком предела, 

получим неопределенность 
0

0
. Для раскрытия этой неопреде-

ленности найдем корни числителя и знаменателя. Если мно-

гочлен обращается в нуль при 1x , то он без остатка делится 

на )1( x : )23)(1(22 223  xxxxxx , а  

)2)(1(232  xxxx . Тогда 




 23

22
lim

2

23

1 xx

xxx

x
 

6
1

6

2

23
lim

)2)(1(

)23)(1(
lim

2

1

2

1















 x

xx

xx

xxx

xx
. 

 

     Если x  и нужно найти предел отношения многочле-

нов, то возникающую при этом неопределенность 



 раскры-

вают по формуле 
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.

,0

,,

,,

...

...
lim

0

0

1

10

1

10






























nm

nm

nm
b

a

bxbxb

axaxa

m

mm

n

nn

x
            (*) 

Скажем, предел 




 32

12
lim

2

23

xx

xx

x
, а предел 

2
23

22
lim

2

2






 xx

xx

x
. 

 

2.3. Пределы выражений, содержащих корни 

 

Правило (*) работает и в том случае, когда в числителе и зна-

менателе дроби, вычисление предела которой при x  

приводит к неопределенности 



, могут стоять корни разных 

степеней. 

Пример 4. Найти предел 
34

1
lim

2

3





 xxx

x

x
.  

Числитель последней дроби стремится к   с такой же скоро-

стью, как 3

1

x . Знаменатель – со скоростью x .Так как 1
3

1
 , то 

предел дроби равен 0. 

 

     Часто при раскрытии неопределенностей ,
0

0
 при 

вычислении пределов иррациональных функций приходится 

умножать и делить выражение, стоящее под знаком предела, 

на некую функцию. При этом часто оказывается полезной 

общая формула     )...)(( 121   nnnnn bbaababa . 
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Пример 5. Найти предел 
35

16
lim

2

4 



 x

x

x
. 

При вычислении этого предела для раскрытия неопределен-

ности 
0

0
 необходимо умножить одновременно числитель и 

знаменатель дроби на сумму 35  x , сопряженную разно-

сти этих слагаемых. Произведение суммы оснований на раз-

ность оснований даст нам разность квадратов этих оснований 

в знаменателе  











 )35)(35(

)35)(16(
lim

35

16
lim

2

4

2

4 xx

xx

x

x

xx
 

.48)35)(4(lim
95

)35)(4)(4(
lim

44








xx

x

xxx

xx
 

Пример 6. Найти предел )1(lim 3 23 xxx
x




. 

Для раскрытия неопределенности   необходимо умно-

жить и разделить разность, стоящую под знаком предела, на 

неполный квадрат суммы 3 23 1 xx  и x , дополнив разность 

этих оснований до разности их кубов. 




)1(lim
3 23 xxx

x







 23 233 223

23 233 2233 23

1)1(

)1)1()(1(
lim

xxxxxx

xxxxxxxxx

x
 







 23 233 223

323

1)1(

1
lim

xxxxxx

xxx

x
 

3

1

1)1(

1
lim

23 233 223

2







 xxxxxx

x

x
 



 16 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти пределы: 

1) 











 4

1

2

3
lim

2
2 xxx

; 2) 












3

1 1

3

1

1
lim

xxx

;                              

3) 











 2212
lim

2

2

3

x

x

x

x

x

;    4) 
27

158
lim

3

2

3 



 x

xx

x
;  

5) 
935

1834
lim

23

23

3 



 xxx

xxx

x
 (Ответ:

4

5
);                                              

 

6) 
3

2
lim

234

234

1 



 xxx

xxxx

x
 (Ответ:

9

4
); 

 

7) 
xxxx

xxxx

x 34

22
lim

257

346






;    8) 

396

7452
lim

234

234





 xxxx

xxxx

x
;     

 

9) 
3

2
lim

2

23





 x

xxx

x
; 

10) 
52

72

)32(

)15()2()1(
lim





 x

xxx

x
 (Ответ: 

32

1
);                               

 

11) 
xxx

xx

x 



 4 3

2 1
lim ;    12) 

416

11
lim

2

2

0 



 x

x

x
;  

13) 
2

3 2

0

11
lim

x

x

x




;    14) )3712(lim 22 


xxxx

x
;    

15) )))1()1((lim 3

2

3

2




xx
x

.  
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2.4. Вычисление пределов с помощью первого  

замечательного предела 

 

     Рассмотрим пределы, вычисляемые с помощью обобщения 

1-го замечательного предела 1
)(

)(sin
lim 
 xu

xu

ax
 в случае, когда 

0)( xu при ax  . 

 

     Решение типовых примеров:  

Пример 1. Найти предел 
xtg

x

x 5

3
lim

0
.  

Воспользуемся тем, что 1
5

5sin
lim

0


 x

x

x
. Заменив 

x

x
xtg

5cos

5sin
5  , 

получим  

5

3
5cos

5sin

5
lim

5

3

5

3
lim

00



x

x

x

xtg

x

xx
, так как 

1

5

5sin
lim

1

5sin

5
lim

0

0






x

xx

x

x

x
, а 15coslim

0



x

x
. 

Пример 2. Найти 
20

7cos3cos
lim

x

xx

x




. 

Преобразуем функцию, стоящую под знаком предела 







22

)2sin(5sin27cos3cos

x

xx

x

xx
 

x

x

x

x

2

2sin

5

5sin
20 . Используя 1-ый замечательный предел, по-

лучим 20
7cos3cos

lim
20




 x

xx
x

. 
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Пример 3. Найти предел 
x

xarctg

x

3
lim

0
.  

Введем переменную xarctgt 3 . При 00  tx  и 

ttgx
3

1
 . Тогда 3

3
lim

3
lim

00


 ttg

t

x

xarctg
tx

, как в примере 1. 

Пример 4. Найти предел )
1

sin(lim
2

2

x
x

x 
. Перейдем к новой 

переменной 
2

1

x
t  . При 0 tx  и 

t
x

12  . Тогда 

)
1

sin(lim
2

2

x
x

x 
1

sin
lim

0


 t

t

t
. 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти пределы: 

1) 
x

x

x 3arcsin

7
lim

0
;    2) 

8

)2sin(
lim

32 



 x

x

x
;    3) 

x

xx

x sin

2sin7sin
lim

0




;     

4)
xx

x

x 2sin

cos1
lim

3

0




;    5) 

30

sin
lim

x

xxtg

x




;    6) 

2
2 )

2
(

sin1
lim

x

x

x 



 
. 

2.5. Вычисление пределов на основе второго замечатель-

ного предела 

     Большой класс пределов вычисляется на основе обобще-

ния 2-го замечательного предела    (1) exu xu

xu
ax






)(

1

0)(
,

))(1(lim   



 19 

и получающихся на его основе пределов: 

(2) 1
)(

))(1ln(
lim

0)(
,





 xu

xu

xu
ax

; (3) a
xu

a xu

xu
ax

ln
)(

1
lim

)(

0)(
,







,    

(4) 






 )(

1))(1(
lim

0)(
, xu

xu

xu
ax

. 

 

     Решение типовых примеров: 

 

Пример 1. Найти предел 

x

x x












3
1lim .  

Непосредственное вычисление этого предела приводит к не-

определенности « 1 », которая всегда раскрывается с помо-

щью 2-го замечательного предела. В этом случае в формуле 

(1) 
x

xu
3

)(  , и приводя исходный предел к шаблонному ви-

ду, получим 

)3(
3

)
3

(1lim
3

1lim























x

x

x

x xx
. Так как 

e
x

x

x















3

)
3

(1lim , то исходный предел 

x

x x












3
1lim = 3e . 

Пример 2. Найти предел 

x

x xx

xx













 24

12
lim

2

2

. Чтобы найти 

)()(lim xg

ax
xf


, когда при  )(,1)( xgxfax , используют 

правило 
)1)(()(lim

)()(lim







xfxg
axxg

ax
exf . Тогда при 
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24

12
)(,)(

2

2






xx

xx
xfxxg  исходный предел вычисляется 

так 

1
24

12
lim 0242

)12(
lim1

242

122
lim

2

2








































eee

xx

xx
xx

xx

xxx

xx
x

x

x

x
. 

Пример 3. Найти предел   xx

x

x  sin

1

0

coslim


.  

Применяя правило предыдущего примера, получим 

  2

2

2

2lim

2
cos

2
sin2

2
sin2

lim

sin

1cos
limsin

1

0

0

2

0

0coslim

































 eeeex

x

x
tg

xx
x

x

xx

x
xx

x

xx

x

. 

Пример 4. Найти предел 
ex

x

ex 





1ln
lim .  

Воспользуемся формулой для логарифма частного и перепи-

шем исходный предел так 










































1

)1(1ln

lim

1

lnln
lim

1ln
lim

e

x
e

e

x

e

x
e

ex

ex

x

exexex
 и после замены 

1
e

x
y  получим 





 ex

x

ex

1ln
lim  

ey

y

e y

1)1ln(
lim

1

0






. 
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Пример 5. Найти предел )
3

1ln()21ln(lim
x

x

x



.  

При  xx 2 , поэтому выполним преобразования 

)21ln(2ln)12(2ln)21ln( xxxx x   . Тогда исходный 

предел перепишется так 

)
3

1ln()21ln(lim)
3

1ln(lim2ln)
3

1ln()21ln(lim
xx

x
x

x

xx

x

x
 



. Так как второй предел в последнем выражении равен нулю, 

то получается 

2ln3
3

)
3

1ln(3

lim2ln)
3

1ln()21ln(lim 






x

x

x x

x

x
. 

Пример 6. Найти предел 
24

4

0

1)sin1(
lim

xx

xx

x 




.  

В шаблонном пределе (4) xxxu sin)(  . Умножая и деля на 

эту функцию дробь, стоящую под знаком предела, получим 






 24

4

0

1)sin1(
lim

xx

xx

x
4

1

4

)1(

sin

sin

1)sin1(
lim

22

4

0









 xx

xx

xx

xx

x
. 

Пример 7. Найти )lnsin)1ln((sinlim xx
x




.  

Применяя тригонометрическую формулу 

2
cos

2
sin2sinsin





 , получим  
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2

ln)1ln(
cos

2

ln)1ln(
sin2lnsin)1ln(sin

xxxx
xx


 =

2

)1(ln
cos

2

)
1

1ln(

sin2



xxx .  

Тогда исходный предел 

)lnsin)1ln((sinlim xx
x




=

2

)1(ln
cos

1

1
2

)
1

1ln(

2

)
1

1ln(

2

)
1

1ln(

sin

lim2











xx

x

x

x

x

x

x
= 

=
2

)1(ln
cos

1
lim





xx

xx
, так как 0)

1
1ln(,0

1


xx
.  

Известно, что произведение бесконечно малой величины 
x

1
 

на ограниченную величину
2

)1(ln
cos

xx
 есть бесконечно 

малая величина, поэтому окончательно получаем 

0)lnsin)1ln((sinlim 


xx
x

. 

Пример 8. Найти предел 
)1ln(

)1ln(
lim

20 xx

xe x

x 




. 
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Преобразуем логарифм, стоящий в знаменателе, 

21ln( xx  )=






























 1

1
1ln

2

2

x

x
x = 



































 1

1
ln)1ln(

2

1
1

1
ln1ln

2

2

2

2

x

x
x

x

x
x . 

Тогда исходный предел можно записать в виде 

























1
1

ln)1ln(
2

1

)1ln(
lim

2

2
0

x

x
x

xe

xe

xe x

x

x

x





















1
1

ln
1

2

)1ln(
lim

2

20

x

x

xx

x

e x

x
=1, так как 1

)1ln(
lim

0




 x

x

x xe

xe
, 























1

1
ln

1
lim,0

2

)1ln(
lim

20

2

0 x

x

xx

x

xx
 

11

1

1
1

ln

lim 2

2

2

0























x

x

x

x

x

x
. 

Пример 9. Найти предел 
x

x

x

)1ln(
lim

3


. 
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При  )1ln( 3xx  медленнее, чем x  (см. предельное 

равенство (6) на стр. 12). Поэтому данный предел равен нулю. 

Пример 10. Найти предел x

x
ex 


lim . 

Согласно предельному равенству (7) на стр. 12 этот предел 

равен нулю, так как 0xe  быстрее, чем x . 

 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти пределы:  1) x

x
x41lim

0



;   2) 

3

1

23

43
lim
















x

x x

x
;   3) 

1

)33ln(
lim

3

1 



 x

xx

x
, (0);   4) 

xtg

ee xx

x 2
lim

sin3sin

0




; 5) xx

x
ex

1

0
)(lim 


;  6) 

)ln(

)ln(
lim

24

2

0 x

x

x ex

ex






, (

2

1
);  7) 

)ln(

)ln(
lim

24

2

x

x

x ex

ex






, (

2

1
);  8) 

xctg

x xx

xx
3

0 3cossin1

2cossin1
lim 














,( 5e ); 9) )33(lim 1

1

1

1

2 


 xx

x
x ;   10) 

)(,)
cos

5
6(lim 2

5
2

0




 e

x

xctg

x
;   11) x

x

xx

1

2

1
)arccos(arcsinlim 



. 
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III. Выделение главной части функции  

в малой окрестности заданной точки 
 

3.1. Выделение главной части функции 

Определение. Величина kxxC )( 0  называется главной ча-

стью функции )(xf в малой окрестности точки 0x , если 

C
xx

xf
kxx


 )(

)(
lim

0
0

,  СС ,0 .  

Если 0x , то главная часть )(xf в виде 
kx

С
 определяется 

предельным равенством Cxfx k

x



)(lim . При выделении 

главной части бесконечно большой функции )(xf  в 

окрестности конечной точки 0x  эту главную часть ищут в ви-

де
kxx

С

)( 0
, в окрестности 0x  - в виде kCx . 

Главная часть )(xf  в малой окрестности точки 0x  ведет себя, 

как )(xf , т.е. )(xf ~ kxxC )( 0   

при 0xx  . На практике часто удобнее работать с главной 

частью функции, чем с ней самой, особенно, если функция 

сложная и громоздкая. Выделить главную часть функции 

)(xf  - значит найти для этой функции значения С  и k , ука-

занные в определении. Сначала подбирают значение k  так, 
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чтобы предел в определении главной части был отличным от 

нуля и конечным. А уже потом находят и сам предел С. 

Пример 1. 

1. Выделить главную часть функции 11)(  xxf  при 

0x . 

Воспользуемся известным пределом 
2

111
lim

0




 x

x

x
. Со-

гласно определению главной части функции 
2

1
,1  Ck , 

главная часть функции )(xf  равна 
2

x
. 

Пример 2. Выделить главную часть функции 

56

)5(sin
)(

2

3






xx

x
xf  при 5x . 

Запишем предел 
5

lim
x kxxx

x

)5)(56(

)5(sin
2

3




=

1

3

5 )5)(1(

)5(sin
lim

 


kx xx

x
. 

Благодаря первому замечательному пределу 

1
)5(

)5(sin
lim

3

3

5






 x

x

x
. Поэтому при 2k    

4

1

)5)(1(

)5(sin
lim

1

3

5





 kx xx

x
 и главная часть функции 

56

)5(sin
)(

2

3






xx

x
xf  при 5x   равна 2)5(4 x . 
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Пример 3. Выделить главную часть функции 

1

2

3

)(
35

2




 xe

xarctg

xf  при 0x . 

Согласно определению главной части функции 

1253

23

025

3

0

)1(
2

3

)5)(
2

3
(

lim
10

3

)1(

)
2

3
(

lim









 kx

xkxx

xex

xxarctg

xe

xarctg

=
10

3
  при 1k , 

так как  ,1

2

3

)
2

3
(

lim
3

3

0




x

xarctg

x
 1

1

5
lim

25

2

0






 xx e

x
 (см. пример 3 на 

стр. 18 и предельное равенство (4) на стр. 12. Следовательно, 

главная часть данной функции при 0x  равна x
10

3
 . 

Пример 4. Выделить главную часть бесконечно малой функ-

ции xxxxf  122)(  при x .  

Посмотрим, при каком значении k  предел 

)122(lim
1

122
lim xxxx

x

xxx k

x

k

x





  

будет равен конечной и отличной от нуля константе.  
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Преобразуем этот предел к виду 




))1(12(lim xxxxxk

x
 

= 











 xxxx
xk

x 1

1

12

1
lim







 )1)(12(

2
lim

xxxx

xx
xk

x
 

=
)2)(1)(12(

2
lim





 xxxxxx
x k

x
.  

Последний предел будет равен 
4

1
  при 

2

3
k , следователь-

но, главная часть функции xxx  122  при x  

– это 2

3

4

1
x . 

Пример 5. Выделить главную часть функции 
3 31

)(
x

x
xf


  

при 1x . 

Для выделения главной части этой бесконечно большой 

функции при 1x  найдем предел  

33 2313 31

3 3

1 3

1

11

)1(
lim

1

)1(
lim

)1(

1

1
lim 














 xxx

xx

x

xx

x

x

x
k

x

k

x

k

x
,  
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если 
3

1
k . Поэтому главная часть бесконечно большой 

функции 
3 31

)(
x

x
xf


  при 1x  равна 3

1

3 3

1
x . 

 

3.2. Вычисление пределов функций с помощью выделения 

главной части 

 

     Выделение главной части часто применяется при вычисле-

нии пределов функций. При этом следует помнить, что заме-

нять функции их главными частями под знаком предела мож-

но в произведениях и частных этих функций. Но категориче-

ски запрещается заменять слагаемые в сумме, все сразу 

или некоторые, их главными частями, так как это может 

привести к ошибкам в вычислении предела.  

Пример 6. При вычислении предела 
x

x x

tgx 3sin

1

0 sin1

1
lim 














, вос-

пользовавшись тем, что при 0x  xsin ~ tgx ~ x  и заменив 

xsin  и tgx  на x , получим 

11lim
1

1
lim

sin1

1
lim

3

1

0

3

1

0

3sin

1

0





























x

x

x

x

x

x x

x

x

tgx
, и это будет не-
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правильно. Правильно – свести этот предел ко второму заме-

чательному 












 



























 x

xtgx

xx

tgx

xx

x

xx

ee
x

tgx sin1

sin

sin

1
lim1

sin1

1

sin

1
limsin

1

0

3030
3

sin1

1
lim

eee x

x

xxx

x

xx

  



2

2

0
20 sin

lim
2

1

cos)sin1(

1

sin

cos1
lim

. 

Пример 7. Если при вычислении предела 

2

22

0

)1ln()1ln(
lim

x

xxxx

x




 мы заменим оба логарифма в 

числителе на их главные части: при 0x  )1ln( 2xx  ~ x  и 

)1ln( 2xx  ~ - x , то получится предел 


 20
lim

x

xx

x
. И это 

будет неправильно. А вот если мы сначала воспользуемся 

свойством логарифма 

)1ln( 2xx  + )1ln()1ln( 422 xxxx   и заменим весь 

числитель на его главную часть 2x , то получим, что исход-

ный предел будет равен пределу 1lim
2

2

0


 x

x

x
, и это будет пра-

вильно. 

Пример 7. Найти предел 
xtgx

eex xx

x sin

)(
lim

242

0 




. 

Найдем главные части числителя и знаменателя.  
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Так как 1
2

)1(
lim

2
lim

22

0

24

0







 x

ee

x

ee xx

x

xx

x
, то числитель 

)( 242 xx eex   ~ 2 3x  при 0x . Так как  

2

1

cos

)cos1(sin
lim

sin
lim

3030







 xx

xx

x

xtgx

xx
, то xtgx sin ~

2

3x
 

при 0x .  Тогда 4

2

2
lim

sin

)(
lim

3

3

0

242

0






 x

x

xtgx

eex

x

xx

x
. 
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