
Найди свою задачу на http://mathprofi.com!

1) Найти сумму ряда или установить его расходимость
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Решение: Методом неопределенных коэффициентов разложим общий член ряда в
сумму дробей:
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Таким образом:
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Запишем частичную сумму ряда:
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Вычислим сумму ряда:
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Ответ: Ряд сходится, сумма ряда:
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Исследовать ряды на сходимость
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Исследуемый ряд расходится, так как не выполнен необходимый признак
сходимости ряда.
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Сравним данный ряд со сходящимся рядом 
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исследуемый ряд сходится вместе с рядом 
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Сравним данный ряд с расходящимся рядом 
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признак сравнения:
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Получено конечное число, отличное от нуля, значит, исследуемый ряд расходится

вместе с рядом 
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Используем признак Даламбера:
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Таким образом, исследуемый ряд сходится.
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Используем признак Даламбера:
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Таким образом, исследуемый ряд расходится.

Исследовать сходимость знакопеременных рядов. В случае сходимости
исследовать на абсолютную и условную сходимость
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Используем признак Лейбница:
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Ряд является знакочередующимся.
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Члены ряда убывают по модулю.

Вывод: Ряд сходится по признаку Лейбница.

Исследуем ряд на абсолютную сходимость:
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Сравним данный ряд с расходящимся гармоническим рядом 

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предельный признак сравнения:
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Получено конечное число, отличное от нуля, значит, ряд 


1n
na  расходится вместе

с гармоническим рядом.

Исследуемый ряд сходится только условно.
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Используем признак Лейбница:
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Ряд является знакочередующимся.
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Члены ряда убывают по модулю.

Вывод: Ряд сходится по признаку Лейбница.

Исследуем ряд на абсолютную сходимость:
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Используем признак Даламбера:
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Таким образом, ряд 


1n
na  сходится.

Исследуемый ряд сходится абсолютно.
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Найти интервал сходимости степенного ряда и исследовать сходимость на концах
найденного интервала.
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Решение: Найдем интервал сходимости данного ряда. Используем признак
Даламбера:
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Ряд сходится при 1x

11  x – интервал сходимости исследуемого степенного ряда.

Исследуем сходимость ряда на концах найденного интервала.
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Полученный числовой ряд расходится (гармонический ряд)
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Вывод: Ряд сходится.
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Ответ: Область сходимости исследуемого степенного ряда: 11  x , при 1x
ряд сходится только условно.
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Решение: Найдем интервал сходимости данного ряда. Используем признак
Даламбера:
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Ряд сходится при 1
5
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535  x
82  x – интервал сходимости исследуемого степенного ряда.

Исследуем сходимость ряда на концах найденного интервала.
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Используем признак Лейбница:

– Ряд является знакочередующимся.
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– члены ряда убывают по модулю.

Вывод: Ряд сходится.

Исследуем ряд на абсолютную сходимость:
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Ответ: Область сходимости исследуемого степенного ряда: 82  x , при 2x
ряд сходится только условно.
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11) Разложить функцию 2525)( 23  xxxxf  в ряд Тейлора по степеням )4( x ,
указать область сходимости найденного разложения к своей функции.

Решение: Используем формулу Тейлора:
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В данном случае: 4a
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Получен исходный многочлен, что и требовалось проверить.

Полученное разложение сходится при любом значении x , так как является
конечным многочленом.

Ответ: 32 )4(5)4(62)4(251334)(  xxxxf , область сходимости
разложения:  x
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12) Разложить функцию 44
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сходимости этого ряда к своей функции.

Решение: преобразуем функцию:
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Используем частный случай биномиального разложения:
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4

4x
 :

...
4

...
444

1...
4

...
444

1

4
1

1 4

3

12

2

84434244

4 




























n

nn
xxxxxxxx

x

Таким образом, искомое разложение:

...
4

...
4444

1

...
4

...
444

1
4
1

4
1

1
4
1

4
1)(

1

4

4

12

3

8

2

4

4

3

12

2

84

44




























n

n

n

n

xxxx

xxxx

xx
xf

Поскольку
4

4x
 , то область сходимости полученного ряда:

22

2
4

1
4

1
4

1

2

4

4

4













x

x

x

x

x



Ответ: ...
4

...
4444

1
4

1)( 1

4

4

12

3

8

2

4

4 


 n

nxxxx

x
xf , область сходимости ряда:

22  x
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13) Вычислить e  с точностью до 0,001

Решение: Используем разложение:

...
!

...
!3!2!1

1
32


n

xxxx
e

n
x

В данном случае 1x , таким образом:

2,7182,7180560,0013890,0083330,0416670,1666675,011

...
5040

1
720
1

120
1

24
1

6
1

2
1

1
11...

!7
1

!6
1

!5
1

!4
1

!3
1

!2
1

!1
11

001,0






e

Ответ: 2,718e  с точностью до 0,001

14) Вычислить 2,2ln  с точностью до 0,001

Решение: Используем разложение: 












0

12

12
2

1
1ln

n

n

n

x

x

x

5
112,2 

Найдём x :

8
3

16
6

616
111155

)1(11)1(5
5

11
1
1












x

x

xx

xx
x

x

Заполним расчётную таблицу:

n

12
8
3

2

12















n

n

0 75,0
1 0,035156
2 0,002966
3 0,0010,000298 

Таким образом:
0,7880,7881230,0029660,0351560,752,2ln 

Ответ: 0,7882,2ln   с точностью до 0,001
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15) Решить дифференциальное уравнение с помощью ряда (найти первые три
ненулевых члена разложения в степенной ряд).

01  yyxy , 0)0( y , 0)0( y

Решение: Разложение частное решение )(xyy   дифференциального уравнения
при начальном условии 00 )( yxy   имеет вид:

...)(
!3

)()(
!2

)()(
!1

)()()( 3
0

02
0

0
0

0
0 








 xx

xy
xx

xy
xx

xy
xyxy

В данном случае: 00 x , 0)0()( 0  yxy , 0)0()( 0  yxy

Разрешим исходное уравнение относительно второй производной:
1 yyxy

Подставим: 00  xx , 0)0(  yy , 0)0(  yy

01100)0( y

yxyyxyy  0
Подставим: 00  xx , 0)0(  yy , 0)0(  yy , 1)0(  yy

010)0( y

yxyy IV 
Подставим: 00  xx , 0)0(  yy , 0)0(  yy , 1)0(  yy , 0)0(  yy

0101)0( IVy

IVIVV xyyxyyyy  2
Подставим: 00  xx , 0)0(  yy , 0)0(  yy , 1)0(  yy ,

0)0(  yy , 1)0(  IVIV yy

000)0( Vy

VIVVIVIVVI xyyxyyyy  32
Подставим: 00  xx , 0)0(  yy , 0)0(  yy , 1)0(  yy ,

0)0(  yy , 1)0(  IVIV yy , 0)0(  VV yy

303)0( VIy

Таким образом, приближенное разложение искомого частного решения:
642

!6
3

!4
1

!2
1)( xxxxy 

Ответ: 642

240
1

24
1

2
1)( xxxxy 
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Разложить функцию в ряд Фурье на указанном интервале

16) 1)(  xxf , );( x

Решение: В данной задаче период разложения 2T , полупериод l .
Раскроем модуль:









);1(,1

)1;(),1(
)(




xx

xx
xf

Используя соответствующие формулы, вычислим коэффициенты Фурье:

 

























1
2
1

222
111

2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
111)1(1)(1

22222

1

2
1

2

1

1

0


























 



































 









 x

x
x

x
dxxdxxdxxfa

    (*)cos11cos11cos)(1

1

1

 












 
nxdxxnxdxxnxdxxfan

Интегрируем по частям:

 





b

a

b
a

b

a

vduuvudv

nx
n

vnxdxdv

dxduxu

sin1cos

1

   

2222

1
1

1
1

1
1

)cos)1((2cos)1()1(cos)cos)1((1))1((cos1

cos11)00(1cos11)00(1

sin1sin111sin1sin111(*)

n

n

n

nn
n

n
n

n

nx
nnn

nx
nnn

nxdx
n

nxx
n

nxdx
n

nxx
n

nnn
nn




































































 

    (*)sin11sin11sin)(1

1

1

 












 
nxdxxnxdxxnxdxxfbn

Интегрируем по частям:

nx
n

vnxdxdv

dxduxu

cos1sin

1




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   

22

22

22

1
1

1
1

1
1

))1((sin2sin2)1(2

sin2)1(2sin2)1)(11(

)sin0(1)1)(1()0sin(1)1)(1(

sin11)0)1)(1((1sin11))1)(1(0(1

cos1cos111cos1cos111(*)

n

nn

n

nn

n

n

nn

n

n

n
nn

n
nn

nx
nnn

nx
nnn

nxdx
n

nxx
n

nxdx
n

nxx
n

nn

nn

nn

nn






















































































 

Искомое разложение имеет вид:

 





1

0 sincos
2

~)(
n

nn nxbnxa
a

xf

Таким образом:























1
22

2

sin))1((sin2cos)cos)1((2
2

1~)(
n

nn

nx
n

nn
nx

n

n
xf




Ответ: 










 




1
2

2 sin))1((sincos)cos)1((2
2

1~)(
n

nn

n

nxnnnxn
xf




17) Разложить в ряд Фурье по синусам



























3;

2
3,3

2
3;0,

)(
xx

xx
xf

Решение: В данной задаче период разложения 6T , полупериод 3l .
Разложим функцию в ряд Фурье по синусам:

00  naa

 
3

23

23

00 3
sin)3(

3
2

3
sin

3
2sin)(2

dx
nx

xdx
nx

xdx
l

nx
xf

l
b

l

n



1) (*)
3

sin
3
2 23

0

 dx
nx

x


Интегрируем по частям:

3
cos2

3
cos3

3
2

3
sin

3
2 nx

n

nx

n
vdx

nx
dv

dxduxu


















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2
sin6

2
cos3

0
2

sin6
2

cos3
3

sin320
2

cos
2
32

3
cos2

3
cos2(*)

22

22
23

0

23

0

23
0

n

n

n

n

n

n

n

n

nx

nn

n

n

dx
nx

n

nx
x

n

































 






 

 

2) (*)
3

sin)3(
3
2 3

23

 dx
nx

x


Интегрируем по частям:

3
cos2

3
cos3

3
2

3
sin

3
2

3
nx

n

nx

n
vdx

nx
dv

dxduxu



















2
sin6

2
cos3

2
sin06

2
cos3

3
sin32

2
cos

2
302

3
cos2

3
cos)3(2(*)

22

22
3

23

3

23

3
23

n

n

n

n

n

n

n

n

nx

nn

n

n

dx
nx

n

nx
x

n

































 






 

 

Таким образом:

2
sin12

2
sin6

2
cos3

2
sin6

2
cos3

222222
n

n

n

n

n

n

n

n

n

n
bn


















Искомое разложение имеет вид:




1
sin~)(

n
n l

nx
bxf



Ответ: 









 

1
22 3

sin
2

sin112~)(
n

nxn

n
xf



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